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RESUMO

A Equacdo do Calor é uma Equacgao Diferencial Parcial (EDP) e sua teoria foi proposta pela primeira
vez por Jean Baptiste Joseph Fourier em 1822, no seu trabalho intitulado como Théorie Analytique
de la Chaleur', que teve como objetivo modelar como o calor se difunde através de uma determinada
area. O objetivo central deste trabalho € apresentar um breve estudo sobre a equacdo unidimensional
do calor e como € possivel chegar nela usando a Lei de Fourier e também analisar as suas trés princi-
pais condicdes de fronteira e, como pode-se chegar nas suas resolu¢des usando o método de separacao
de varidveis. Propde-se, assim, apresentar e estudar a equagdo e algumas de suas aplicagdes ndo so-
mente nas areas de Matematica e Fisica, mas também no ramo agricola, biologia e economia. Sob

essa optica, € notdrio perceber a importancia da Equacdo do Calor.

Palavras-chaves: Equagdo Unidimensional do Calor; Equagdo Diferencial Parcial (EDP); Lei de

Fourier; Condi¢des de fronteira.

'O trabalho de Fourier intitulado em portugués como Teoria Analitica do Calor, pode ser encontrado gra-
tuitamente em inglés através do seguinte link: https://www.cambridge.org/core/books/theorie-analytique-de-la-
chaleur/6A2F7B17FC2BCBDA255300D171C95B34.



ABSTRACT

The Heat Equation is a Equation Partial Differential (EPD) and its theory was first proposed by Jean
Baptiste Joseph Fourier in 1822, in his work entitled Theorie Analytique de la Chaleur, which aimed
to model how heat diffuses through a given area. The main objective of this work is to present a brief
study on the one-dimensional heat equation and how it is possible to arrive at it using Fourier’s Law
and also to analyze its three main boundary conditions and, how it can be reached in its resolutions
using the method of separation of variables. It is proposed, therefore, to present and study the equation
and some of its applications not only in the areas Mathematics and Physics, but also in the agricultural
field, biology and economics. From this perspective, it is notorious to realize the importance of the

Heat Equation.

Key-words: One-Dimensional Heat Equation; Partial Diferential Equation (PDE); Fourier’s Law;

Boundary conditions.
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INTRODUCAO

A Equagao do Calor tem sido objeto de estudo de varios pesquisadores € em diversas areas. Na
estatistica, a equacao do calor é utilizada no estudo do Movimento Browniano (MB) (KOZDRON,
2008). Na quimica, a equagao de difusdo é uma versdao mais geral da equacao do calor, relacionada
principalmente com o estudo de processos de difusdo quimica. A equagdo do calor também € usada
no estudo de variacoes de temperatura no solo (LIMA; ARAUJ 0, 2019), sendo de grande importincia
no ramo agricola. E uma de suas grandes contribui¢des foi quando em 1982 Richard Hamilton iniciou
um estudo do Fluxo de Ricci (HAMILTON, 1982), que é considerada uma generaliza¢ao ndo linear
da equagdo do calor e, devido a esse estudo feito por Hamilton o G. Parelman conseguiu utiliza-los
para provar a Conjectura de Poincaré, que foi um dos problemas do milénio, ao provar um resultado
ainda mais geral, a Conjectura de geometrizacdo de Thurston.

A Conjectura de Poincaré € uns dos mais famosos problemas da Matematica. Ela afirma que
todo espaco tridimensional fechado sem buracos tem uma forma esférica (VIANA, ). A mesma foi
formulada no inicio do século XX, pelo matematico francé€s Henri Poincaré, e permaneceu durante
cem anos sem solucdo até que em 2003 Gregori Parelman publicou vérios artigos cientificos com
a solugdo. A conjectura durante o século XX motivou varios estudos e avangos na Geometria € na
Topologia (CONJECTURA...,).

Ainda outro exemplo, ao qual voltaremos no final deste trabalho, de aplicacao da equacao do calor,
temos o Movimento Browniano que foi comprovado utilizando os estudos do Joseph Fourier sobre
Teoria Analitica do Calor. O MB € aplicado em diversas dreas e umas das mais notaveis € no ramo da
estatistica onde ele ¢ utilizado para descrever movimentos de curto e médio prazo imprevisiveis dos
ativos no mercado financeiro (CASTRO, 2018). O Diretor-geral do Instituto de Matemética Pura e
Aplicada (IMPA), Marcelo Viana, em uma palestra sobre a Universalidade da Matematica no Instituto
Nacional de Tecnologia (INT) em 2018 evidenciou que o movimento browniano e a dinamica dos
precos das agdes seguiam o mesmo modelo matemdtico, onde essa relacdo entre os dois se da “pela
colisao dos dtomos com particulas maiores ou pela acao dos pequenos investidores no conjunto dos
precos das acdes” e como resultado desses pequenos impactos temos 0 movimento oscilatério, onde
ambos sdo explicados pela equacao do calor.

A histéria da equagdo do calor, o fato de que quando menos se espera ela “se apresenta”’como
modelo matematico base para outros avangos, ou meramente como coadjuvante para explicar outros
fendmenos realca sua importancia e justifica o interesse académico pelo estudo da mesma. Mesmo
um estudo introdutdrio j4 € justifcado pelo exposto acima.

O trabalho foi proposto para dar continuidade aos estudos de Equacdes Diferenciais Ordinarias
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(EDO) uma disciplina do IFTO - Campus Palmas ofertada no 6° periodo do Curso de Licenciatura em
Matematica, tendo como o objetivo principal deduzir a Equacdo do Calor e sua resolugdo com trés
diferentes tipos de condi¢des pré-estabelecidas, que devem ser satisfeitas pela solucdo da equacdo.
O processo de resolucdo envolve o método de separacdo de varidveis que consiste em desmembrar
a equacao diferencial parcial em equagdes diferenciais ordindrias de primeira e segunda ordem cuja
resolucao foi tema de estudos na disciplina mencionada no inicio deste pardgrafo. Esse processo de
constru¢do do novo conhecimento com base no que aprendemos na graduacdo chamou-se atengdo
como uma aplicagdao mais profunda dos conhecimentos adquiridos em sala de aula.

O método de pesquisa utilizado foi a pesquisa ou estudo exploratério que € um procedimento
metodolégico que tem como objetivo possibilitar uma familiaridade maior com o tema, ja que o
objeto de estudo, a equacdo do calor, era pouco conhecido pelo autor e por isso se fez a necessidade
de se empenhar em pesquisas bibliograficas a respeito do assunto com objetivo de aumentar o que ja
era sabido sobre a Equac¢ao do calor.

O presente trabalho foi dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo, além da defini¢ao
formal de Equacdo Diferencial Parcial, sdo apresentados alguns conceitos matematicos e fisicos ne-
cessarios para a dedugdo da equacdo do calor, bem como para a obtencdo de uma solu¢do da mesma
equagdo. A deducdo da equacdo do calor, usando a Lei de resfriamento de Fourier, € apresentada no
capitulo dois. No terceiro capitulo, é apresentado o processo de obtencdo de uma solu¢do da Equagado
Unidimensional do Calor com condi¢des de fronteira homogénea. No capitulo quatro sdo apresenta-
das dois exemplos que evidenciam a importéncia da equacdo do calor. O primeiro descreve como a
equacao do calor fez parte do trabalho de Albert Einstein sobre o movimento browniano (KOZDRON,
2008). Através dos estudos desse movimento Jean Perrin conseguiu obter excelentes resultados expe-
rimentais que foi capaz de tirar as dividas da comunidade de fisica, sobre a existéncia dos dtomos e
moléculas. No segundo exemplo € abordado o fato de como a equacao do calor € importante no ramo
agricola (LIMA; ARAUJO, 2019), em estudos sobre temperatira do solo e sua importancia pratica em
processos de germinacao de semente. E por fim, no capitulo cinco, sdo apresentadas as consideragoes

finais.
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Capitulo 1

CONCEITOS PRELIMINARES

A Equacao Diferencial Parcial (EDP) descreve a relacdo entre uma funcao desconhecida e suas
derivadas parciais. As EDPs tem bastante relevancia nas dreas de Matematica, Fisica e engenharias,
sendo que grande parte de sua aplicabilidade se encontra nas duas tltimas 4reas citadas. Evidenciando
sua aplicabilidade Silva (2020) apresenta em seu trabalho algumas aplicacdes das EDPs na area de
Engenharia, abordando a Equacdo do Calor, Dindmica das Popula¢des e Engenharia Estrutural. Me-
deiros (MEDEIROS, 2016) também aborda em seu trabalho a importancia das equacdes diferenciais

nos dias de hoje, destacando as vdrias dreas em que as mesmas podem ser aplicadas.

E por essa multiplicidade de aplicacdes que o estudo de equagdes dife-
renciais se faz tdo importante. Ela representa a dualidade do rigor ma-
tematico, com todas as suas defini¢des e conceitos e a sua pratica, com o
estabelecimento de modelos que tendem a se aproximar do real. Assim,
além de fazerem parte de alguns cursos de ciéncias exatas, elas servem
como ferramenta de estudo em outras areas buscando andlise das suas
proprias experiéncias (MEDEIROS, 2016, pg.16).

Antes de passar a abordagem da equagdo do calor, vamos conceituar e classificar o que vem a
ser uma equacdo diferencial parcial do ponto de vista geral. Isso serd feito neste capitulo, a partir
da préxima secdo. Para este propodsito, tomaremos como base os textos contidos em (ZILL, 2001),
(NAGLE, 2012) e (IORIO, 2005).

1.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Dada uma fungdo u : R” — R, forma geral de uma EDP para uma funcao de u(xy,x3,...,x,), com

n € N é a funcio F, definida no espago R?" dimensional como segue:

F(X1,X2, ceuy Xpy Uy Uy s Uy ooy Uy, ) = 0 (1.1)
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em que xp,x2,...,X, sdo as variaveis independentes, u € a fun¢do desconhecida e u,, representa a

derivada parcial da funcdo u em relagdo a cada uma das n varidveis independentes, isto €,

Para exemplificar, sdo apresentadas algumas das equagdes diferenciais parciais cldssicas da Fisica
Matematica. Essas estdo entre as mais estudadas da histéria da ci€ncias devido as suas aplicagdes nos

mais variados ramos de conhecimento. Sao elas,
* Equacdo unidimensional do calor : u; = 01y,
* Equacdo bidimensional do calor : u; = 052(14)9c + uyy)
* Equacdo unidimensional da onda : u;; = 0y,
« Equagdo bidimensional da onda : u; = o> (uyy + ttyy)
* Equagio bidimensional de Laplace : uy, + uyy, =0

* Equacio tridimensional de Laplace: uyy + utyy +u;; =0

1.1.1 Ordem e Linearidade de uma Equacao Diferencial parcial

A ordem de uma EDP ¢ definida pela a derivada mais alta da equacdo. Se a derivada mais alta
tiver ordem k, logo a equacéo terd ordem k. Como, por exemplo, a equacao uy, — uy, = f(x,¢) é uma
equacdo de segunda ordem, enquanto u; + uy = 0 € uma equacio de quarta ordem.

Antes de definir a linearidade de uma EDP € importante saber que a parte da equacdo que contém
as derivadas de maior ordem é chamada de parte principal. Por exemplo, na equagdo (1.2), as partes
principais sao,

2 2 2
M) 55+ Blxy) 5+ )

Agora pode-se dizer que a EDP (1.1) é linear se F' € linear em relacdo u e a todas as suas derivadas

parciais. Caso contrério, a EDP € dita nao-linear. A equacdo de Poisson,
’u  d%u

2 +8_y2 = h(x,y),

¢ um exemplo de uma equacgdo linear de segunda ordem que estd associada a fendmenos fisicos es-
taciondrios. Temos também que a propria, equagdo do calor, € um exemplo de uma EDP linear. A
€quagao Xty + Yty + u?> = 0 é dita ndo-linear. Dentre as equagdes ndo lineares, as que possuem
a parte principal linear sdo chamadas semi-lineares. Abaixo sdo apresentados alguns exemplos de
EDPs lineares e semi-lineares que foram obtidos no livro (IORIO, 2005), omitiremos aqui 0s exem-

plos de EDPs nio lineares.
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Exemplo 1.1.1. A equacdo

XUy — yuy = sin(xu)
é uma EDP linear de primeira ordem.

Exemplo 1.1.2. A equacdo KdV (Korteweg e deVries)
Up = Uyxx + Uy

é semi-linear de terceira ordem.
Exemplo 1.1.3. A equacdo bidimensional da onda, que é uma das equacoes cldssicas,
8214 2 82
=c
o2 Era

€ linear e de segunda ordem.

1.1.2 Equacoes Diferenciais Parciais de Segunda Ordem

A partir de agora vamos nos ater ao caso da EDP de segunda ordem lineares. Para o propdsito
deste trabalho, sdo suficientes os conceitos dessa classe de equacdes diferenciais parciais.
O caso mais geral da equagdo diferencial parcial linear de segunda ordem em duas varidveis
independentes é dada pela seguinte equagao:
9%u 0u 9%u du du
A C D E Fu=G 1.2
o2 T Panay TCap TP Thg, tHH= (12)

onde os coeficientes A, B e C sdo fungdes de x e y e nesse caso vamos assumir que esses coeficientes

nao serdo simultaneamente nulos, devido ao fato que estamos tratando de uma EDP de segunda ordem.
E os coeficientes D, E e F também sdo assumidos como fungdes de x e y. Quando G(x,y) =0 a
equacao se diz homogénea e em caso contrario, ¢ nao-homogénea.

A classificagdo das EDPs de segunda ordem depende da parte principal da equacdo, onde se
encontra os termos de segunda ordem. Entdo reescreveremos a equacgao (1.2) da seguinte forma:

92 d%u 9%u du d
Awy) 35 +Blo) 3 o5+ Coy) 55 = 9 (x g, ;) (1.3)

a equacao (1.3) também pode ser escrita da seguinte forma:

A(xay)uxx +B(an)uxy +C(xa)’)uyy = ¢(x7yau7u)ﬁuy)

Existe fundamentalmente trés tipos de EDPs de segunda ordem: Elipticas, Parabélicas e Hi-
perbdlicas. Do ponto de vista fisico elas representam respectivamente o estado estaciondrio ou pro-
cesso de equilibrio, os processos de difusdo e a propagacdo da onda. Conforme os exemplos 1.1.4,
1.1.5e1.1.6
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Exemplo 1.1.4. A equacdo de Laplace
Uyx + Uy =0

é eliptica.

Exemplo 1.1.5. A equagdo unidimensional do calor
U — Uyy =0

é parabdlica.

Exemplo 1.1.6. A equacgdo da onda

Uy — thyy = 0
€ hiperbdlica.

Matematicamente, a classificagdo das EDPs de segunda ordem € baseada na reducdo da equagao
(1.3) pela transformacao de coordenadas para a forma candnica ou normal. Para classificar a EDP de
segunda ordem (1.3) no ponto (xp,yp) dependemos do sinal do discriminante (A) que é definido da

seguinte forma:

B 2A

= B(xo, 2—4Ax, C(xo,
C B (x0,¥0) (x0,50)C (x0,¥0)

A(XO»}’O) =

Se A(xo,y0) > 0 a equagdo é hiperbdlica, A(xp,yp) = 0 a equacdo é parabdlica e A(xp,yo) < 0 a
equacdo € eliptica. A terminologia Eliptica, Parabdlica e Hiperbdlica escolhida para classificar as
EDPs reflete a relagcdo entre a forma do discriminante, B? —4AC, para as EDPs e o discriminante,

B? —4AC, que classifica as secdes conicas, que é dada por:

Ax2+Bxy—|—Cy2—|—Dx+Ey—|—F =0

O tipo de curva representada pela se¢io conica depende do sinal do discriminante A = B> — 4AC.
Pois, se A > 0 a curva € um hipérbole, A = 0 a curva € uma pardbola e com A < 0 a curva ¢ uma

elipse. Para ilustrar esses conceitos, e o processo de classificacdo, segue-se o exemplo 1.1.7.

Exemplo 1.1.7. Classifique as equagoes abaixo:

0%u  du 0%u qu_ 0%u (9_2u

a)3 a2 o2 b) ox? + dy 0 C)W - dy?

Solugdo: a) Vamos escrever a equagdo da seguinte forma:

u_ du_
dx? o2

Podemos identificar os valores dos coeficientes A =3, B=0 ¢ C =0. Como B> —4AC = 0, temos que

a equagdo é parabdlica.
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b) ComA=1,B=0eC =1, temos que B> —4AC = —4 < 0. Logo, a equagdo é eliptica.

¢) Vamos escrever a equagdo da seguinte forma:

u_u_
oxz  dy?

Os valoresde A= 1, B=0e C = —1, temos que B> —4AC = 4 > 0. Logo, a equacdo ¢ hiperbélica.

Agora que sabe-se um pouco mais sobre as Equacdes Diferenciais Parciais serd iniciado na

proxima secado alguns conceitos importantes para facilitar a resolu¢ao da Equagao do Calor.

1.2 Funcoes Ortogonais

Com vistas a construcdo da solu¢do da EDP do calor, é necessario estabelecer critérios ma-
tematicos para decidir quando duas fun¢des, em um espago de funcdes, sdo ortogonais. Essa informagao
é crucial. E devido a ortogonalidade que é possivel determinar a forma final da solucdo de uma EDP.
Antes de falar de ortogonalidade de fun¢des porém, precisamos estabelecer as bases para a introdu¢do
deste conceito.

Consideremos X um espago vetorial com produto interno. Com isso assumimos que em X estao
definidos uma norma, isto é, uma maneira de medir a distancia entre seus elementos e, um produto
interno. Este dltimo € a ferramenta necessaria para verificar a ortogonalidade entre dois elementos do
espago em questao.

Note que ndo se estd falando de dimensdo do espago X. Esta pode, a rigor, ser infinita. Este €
de fato o caso aqui. A solu¢do de uma equacao diferencial parcial, quando existe, se for uma fungao
(ou uma aproximacdo de uma funcio) deve ser procurada em um espaco de fungdes. Tais espacos
sdo objetos de estudo da disciplina de Anélise Funcional. Esta é uma disciplina de um curso de pds
graduacdo Stricto Sensu em matematica pura ou aplicada. Por esta razdo, a contextualizagdo dos
conceitos serd minima, cumprindo apenas o objetivo de atribuir um sentido aos termos matematicos

utilizados !. Nio serd por isso, no entanto, que o objetivo do trabalho sera prejudicado.

1.2.1 Produto Interno em Espacos de Funcoes

Seja X o espaco de todas as funcdes integrdveis, no sentido da teoria de integracio de Lebesgue?,
em um intervalo [a,b]. Todas as fun¢des continuas em um intervalo [a,b] sdo Lebesgue integraveis
em [a,b] e, sua integral de Lebesgue coincide com a integral de Riemann.

A Definicdo 1.2.1 estabelece a ferramenta necessdria para seguirmos adiante com o desenvolvi-

mento do objetivo do trabalho.

'Um excelente texto para quem deseja iniciar uma estudo completo da disciplina de anélise funcional é o livro Intro-
ductory Functoinal Analysis with Applications de Erwin Kreyszig

2Ha bons livros sobre medida e integracdo, publicados pelo IMPA, que tratam da teoria de integracdo de Lebesgue.
Um classico sobre o tema € o livro de Valter Rudin intitulado Principles of Mathematical Analysis
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Definicao 1.2.1. Sejam funcées f| € X e fo € X. O produto interno de f| € X com f, € X, denotado
< f1,f>» > é definido por

b
< fi,fr >:/ fi(x) fo(x) dx

De fato, € possivel, provar que para quaisquer duas funcdes em X, valem as seguintes proprieda-

des:
1. < f, g >=<g, f > (propriedade comutativa)
2. <kf, g>=<f,kg>=k< f, g >, paratodo k escalar real (ou complexo)
3. < f, f>éndonegativoe < f, f >=0 se, e somente se, f =0 em |a,b].

4. < f,g+h>=<f, g>+ < f, h> (propriedade distributiva)

1.2.2 Funcoes Ortogonais

Na Secdo 1.2.1 foi definido o produto interno em um espago de fungdes. A seguinte defini¢ao es-
tabelece um critério de ortogonalidade entre dois elementos (funcdes) f e g do espaco X. A definicdo

€ seguida por um exemplo ilustrativo.

Definicao 1.2.2. Duas funcées fi e f> sdo ortogonais em um intervalo [a,b] se

b
<1, 2 >=/ fix) fa(x)dx=0

Exemplo 1.2.1. Mostre que as fungées fi(x) = ¥’ e fr (x) = x> sdo ortogonais se considerado X o
conjunto das fungdes integrdveis no intervalo [—1,1].

Resolucdo: Usando a definicdo 1.2.2, temos:

1
<fi, > = /lfl(x)fZ(x)dx
= /lxz.x3dx
1
_ Lgf
T 6 ’—1
I TN
= 6[1 (=1)’]=0

Entdo conseguimos mostrar que as fungoes sdao ortogonais.

1.2.3 Conjuntos Ortogonais

A definicao de fung¢des ortogonais remete naturalmente ao conceito de conjuntos ortogonais. Tal
conjunto é definido como o conjunto onde o produto interno entre quaisquer dois elementos distintos
€ zero. Daqui para frente, quando dito func¢des ortogonais num intervalo, estard subentendido que se

esta sendo referido o espaco X das funcdes Lebesgue integraveis daquele intervalo.
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Definicdo 1.2.3. Um conjunto de fungdes com valores reais {@y(x), @1(x), ¢2(x), ...} é denominando

um conjunto ortogonal em um intervalo |a, D] se

b
< O, (pn>:/ On(X)P,dx=0 m#n

Exemplo 1.2.2. Mostre que o conjunto {1,cosx,cos2x,...} é ortogonal no intervalo de [—m, 7t|.

Resolugdo: Chamando @y(x) =1 e ¢,(x) = cosnx, temos que mostrar que

1. /jrq)o(x)(pn(x) dx =0comn#0.

T
2. / O (x) @, dx =0 com m # n.
-

Para o primeiro caso, temos

<Qo, o> = /7r @0 () Pn(x) dx

—T

¥
= / cosnx dx

-7

L.
= —sinnx
2

T

-7

1
= Z[sinn —sin(—nm)| =0

e para o segundo caso,

T
<O, Q> = /ﬂ(pm(x)%(x)dx

T
= / COS mx CoS nx dx
-

1 T
= 5/ [cos (m+n)+x+cos (m—n)x] dx
—T

T

=0

1 {sin (nH—n)x+ sin (m —n)x
n

m—+n m—n -

1.3 Séries de Fourier

Nesta se¢ao vamos introduzir um conceito central para a obten¢do da solu¢do da EDP unidimen-

sional do calor. Seja o seguinte conjunto de fung¢des ortogonais no intervalo [—p, p]

{ T 2 . 2r . 3m }
1,cos —x,cos —x, - -+ ,s8in —Xx, sin —x, - - -
4 14 4 4

Vamos supor que uma fungéo f seja definida no intervalo [—p, p] e que pode ser escrita na seguinte

série trigonométrica
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flx)= s + Z (ancos ﬂx+bn sin ﬂx) (1.4)
2 n=1 p p

que é conhecida como a série de Fourier. A escolha de ¢y = 1/2 na Equacéo (1.4) foi de forma
intencional para que todas as fungdes tivessem a mesma norma. Agora integrando ambos os lados da

Equacéo (1.4) de [—p, p] para determinarmos os coeficientes, temos

p P o P P
/ fx)dx= @/ dx + Z (an/ cos Fx dx—l—bn/ sin L x dx) (1.5)
P 2 J-p n=1 4 p -r P

Como em cada fungéo cos(nmx/p),sin(nmx/p), n > 1, é ortogonal a 1 no intervalo, entdo o membro

direito da equacao (1.5) se reduz a um tnico termo, ou seja,

p P p
/ f(x)dx:a—o/ dx=2x = pas.
—p 2 Jp 20,
Resolvendo a integral em relagdo ag, temos
1 [P
ag = —/ f(x) dx. (1.6)
pPJ-p

Multiplicando a (1.6) por cos(mmx/p) e integrando conseguiremos encontrar a,.

P T P T
/ f(x)cos Txdx = L7 cos™xdx
-p p 2/ P
° p T T p T T
+ Z (an / cos m—x cos n—x dx—+ b, / cos m—x sin n—x dx) (L.7)
n=1 4 p p -pP p p

Devido a ortogonalidade das funcdes, temos

P T
/ cos m—xdsz, m>0
-p P

P mi nw =0, m#n
cOoS —xcos—xdx

p P p =p, m=n
P mm nmw

/ cos —xsin—xdx=0
P p V4

E a equacdo (1.7) se reduz a

P
/ f(x)cos %x dx =app

-p
E, temos que a,

1 rp /4
an = —/ f(x)cos "7y dx.
PJ-p p

E de forma semelhante podemos multiplicar por sin(mmx/p) a equacdo (1.4) e integrar para encon-
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trarmos b,,. E o resultado sera

1 rp
by = — / f(x)sin T dx.
P J—p p

ay e b, sao chamados de coeficientes de Fourier.

O exemplo a seguir ajudard a ilustrar como esse processo ocorre, quando se calcula a série de
Fourier para uma fun¢do de uma varidvel que possui uma descontinuidade em x = 0. De fato, na
teoria das séries de Fourier é essencial, para a existéncia da expansdao de uma fungdo na série que
a representa, a hipotese da integrabilidade (no sentido de Lebesgue) da fungdo para a qual se estd
calculando a série. Além disso, a convergéncia da série é garantida quando os coeficientes a, e b,
sdo os coeficientes de Fourier acima. De fato, esses coeficientes, além de garantirem a convergéncia,
fazem com que esta seja a mais rdpida dentre todas as possiveis expansdes da fun¢cdo em séries de
Fourier®. Por fim, cabe mencionar que, nos pontos onde a funcdo f é descontinua, a série de Fourier
converge para a média dos limites laterais a esquerda, e a direita de f, quando no dominio, se tende

para o ponto de descontinuidade.

Exemplo 1.3.1. Desenvolva a seguinte funcdo em série de Fourier.
0, —nt<x<0
T—x, O<x<m

Resolucdo: O primeiro passo é encontrarmos o termo ag. Com p = T, temos que

Agora vamos descobrir o coeficiente ay,

1 T
an, = —/ f(x)cos nx dx

V[

1 0 T
= —{/ de+/ (n—x)cosnxdx]
T |J-=m 0

1 innx|™ 1 (7
= _{(ﬂ_x)smnx +—/ sinnxdx}
n |o nJo

T

1 cosnx

nmw n

0

3Maiores detalhes podem ser consultados na obra de Kreyszig ja mencionada.
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—cosnm+1 1—(=1)"
e

n’m
e de forma semelhante encontramos o coeficiente b,,

1 T
—/ (m — x) sin nx dx
TJo

1

n

Logo, nossa fungdo f(x) apds ser desenvolvida pela série de Fourier fica da seguinte forma

= [1—(—=1)" 1
f<x>:§+); %cos nx+ﬁsin nx

Abaixo, temos o grdfico da fungdo f(x) e como ela se comporta para valores de n aleatdrios que

escolhemos.
Grafico de f(x) n=2
4 4 ‘
3r 1 37
ot ] ol 4 N\
’f \
4 \
/ o
> 1t 1 > 1r / \\‘\
v
0F 1 0r —= ‘/
1F 1 Tr
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X X
n=5 n=10
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3l 1 3f
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2t / 5 ] ol | \
“‘- N 5 == Y,
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\': N
> 1f N\ 1 > 1r
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Figura 1.2: Gréfico da f(x) para valores n escolhido. Fonte: Préprio autor.

O comportamento da série quando se calculam as somas parciais para os diversos valores de n. Nota-
se um detalhe interessante préximo ao ponto de descontinuidade x = 0. Mesmo com n = 100, préoximo
de zero a convergéncia é mais lenta, o que ndo ocorre proximo de —7 e 7, uma vez que a funcdo,
se estendida de modo periddico a fungdo, seria continua nesses pontos. Mesmo com 500 termos é
possivel perceber uma certa dificuldade de convergéncia proximo de x = 0, visivelmente menor, mas

ainda ocorrendo. Passando ao infinito, o que é computacionalmente impossivel, se teria que, para

— L T
x =0 a soma convergiria para 5.

1.4 Alguns Conceitos da Termodinamica

Até a secdo anterior foram apresentados os conceitos matemdticos necessarios para a dedugao
e resolugdo da equacdo do calor. Porém, alguns conceitos fisicos sdo necessarios para completar o
arcabouco tedrico necessdrio a tarefa pretendida. Eles sdo apresentados nesta e na proéxima secao.

Uma explanacdo mais completa pode ser obtida em (INCROPERA et al., 2008) e (DAVID; RES-
NICK; WALKER, 2006).
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1.4.1 Equacao Fundamental da Calorimetria

A equacdo fundamental da calorimetria é definida a partir da capacidade térmica e do calor
especifico, que sio duas grandezas fisicas muito importante na Termologia®. De acordo com Halliday
et al (DAVID; RESNICK; WALKER, 2006) podemos definir a capacidade térmica C de um objeto
como uma constante de proporcionalidade entre o calor que o objeto recebe ou cede e a variagao de

temperatura A; dele, isto é,
0 = CA,. (1.8)

Ja o calor especifico € uma caracteristica que cada material tem e pode ser definido como a quan-
tidade de calor necessdria para alterar a temperatura de um determinada substincia. E a partir da

equacao (1.8) podemos definir a equacao fundamental da calorimetria, como
0 =m.c.\\

onde,

Q: é quantidade de calor;
m: € a massa da substancia;
c: € o calor especifico

A;: € a variacdo de temperatura.

1.4.2 Transferéncia de Calor

A transferéncia de calor tem uma relevancia significativa em todos os dispositivos de conservagao
e producao de energia e possui um vasto campo de aplicacdo. Nesta secdo veremos como cada tipo
de transferéncia de calor ocorre e alguns exemplos. Dizemos que toda vez que existir uma diferenca
de temperatura em um ou mais meios, necessariamente havera transferéncia de calor. Incropera (IN-
CROPERA et al., 2008) a definiu como,

Definicao 1.4.1. A transferéncia de calor é a energia térmica em transito devido a uma diferenca de

temperaturas no espago.

Essencialmente ha trés mecanismos para a transferéncia de calor: conducdo, convecgao e radiagao. A
seguir estudaremos cada caso.

A Transferéncia de calor por meio da conduc¢ao acontece ao nivel molecular. E a mesma pode
ser vista “como a transferéncia de energia das particulas mais energéticas para as menos energéticas
de uma substancia.” (INCROPERA et al., 2008). As particulas mais energéticas sdo aquelas que se
encontram em locais com uma temperatura maior e as particulas menos energéticas se encontram a
uma temperatura menor. Temos diversos exemplos de transferéncia de calor por condugao, listaremos

alguns,

* Aquecimento de uma xicara de chd ou café;

“4Termologia é a parte da fisica responsavel por estudar o calor.
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* Aquecimento do cabo de metal de uma panela;

* Aquecimento da roupa pelo ferro elétrico;

De acordo com Incropera (INCROPERA et al., 2008) € possivel quantificar os processos de trans-
feréncia de calor em termos de equagOes de taxas apropriadas, com essas equacdes conseguimos
calcular a quantidade de energia que € transferida por unidade de tempo, € no caso da conducao, te-
mos que essa equacgdo da taxa € conhecida como a lei de Fourier que estudaremos posteriormente no
capitulo 3.

A conveccao tem um papel muito importante em diversos processos naturais. Os passaros usam
correntes de convecgdo de ar quente para ficarem mais tempo no ar, a propria convecc¢ao atmosférica
€ bastante importante na formag¢do de padrdes climaticos globais, os oceanos utilizam a convec¢do

para grandes transferéncias de energia. Essa transferéncia acontece:

[...] quando um fluido, como ar ou dgua, entra em contato com um ob-
jeto cuja temperatura € maior que a do fluido. A temperatura da parte do
fluido que esta em contato com o objeto quente aumenta e (na maioria
dos casos) essa parte do fluido se expande, ficando menos densa. Como
esse fluido expandido € mais leve do que o fluido que o cerca, mais frio, a
forca do empuxo o faz subir. O fluido mais frio escoa para tomar o lugar
do fluido mais quente que sobre, e o processo pode continuar indefinida-
mente. (DAVID; RESNICK; WALKER, 2006, pg. 201)

Citamos alguns exemplos de convec¢ao natural onde o fluido € induzido por forcas de empuxo, e
suas principais causas sao devido as diferencas de densidades causadas por variacdes de temperatura
no fluido. H4 também a convecc¢ao for¢ada que € causada por meios externos, como exemplos temos
os condicionadores e os refrigeradores.

A radiacao térmica consiste no transporte de energia por meio de ondas eletromagnéticas e acon-
tece de forma mais eficiente no vacuo. Ao contrario da conducio e da convecgdo a radiacdo ndo
necessita de um meio material para que ocorra a transferéncia de energia. Como, exemplo temos que

uma pequena parte da energia emitida pelo o Sol € transferida por meio da radiacao até a Terra.
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Capitulo 2

EQUACAO DO CALOR

A equacdo do calor é uma equagdo diferencial parcial parabélica (equagdes em que a varidvel
temporal € fortemente considerada) que descreve a distribui¢do do calor em um determinado tempo
e representa a difusdo do calor em sdélidos, a partir do coeficiente da difusividade térmica, do calor
especifico do material da barra, da densidade e também da temperatura. Neste capitulo sera feito a
deducao da equacao do calor e o livro do (BOYCE; DIPRIMA, 2015) ser4 utilizado para tal deducao.
Mas antes, para uma melhor compreensao deste trabalho, € muito importante entender-se a diferenca
entre calor e temperatura.

Calor e temperatura, sao conceitos comumente confundidos, pois € muito natural se comunicar no
dia a dia com algumas expressdes com os conceitos trocados, como por exemplo, “hoje estd calor”,
onde o sentido da palavra calor se refere a temperatura elevada. E importante notar que a sensacio de
frio e calor, que sentimos, estd associada com a diferenga de temperatura entre nosso corpo € o meio
externo, ou um objeto. Porém, sentimos a sensacao de frio ou calor porque hd uma troca de calor entre
nosso corpo € o meio externo. Quando nosso corpo cede calor temos a sensacdo de frio ou quente
que sdo sensacoes de temperatura e nao de calor. Young e Freedman também aponta a importancia de

entender a diferenca entre esses dois conceitos,

A temperatura depende do estado fisico de um material, indicando, por
meio de uma descri¢do quantitativa, se o material estd quente ou frio. Na
fisica, o termo “calor” sempre se refere a uma transferéncia de energia de
um corpo ou sistema para outro em virtude de uma diferenca de tempe-
ratura entre eles, nunca a quantidade de energia contida em um sistema
particular. Podemos alterar a temperatura de um corpo fornecendo ou
retirando calor dele, ou retirando ou fornecendo outras formas de ener-
gia, como a mecanica. Quando dividimos um corpo em duas metades,
cada metade possui a mesma temperatura do corpo inteiro; porém, para
aumentar a temperatura de cada metade até um mesmo valor final, de-
vemos fornecer a metade da energia que seria fornecida ao corpo inteiro
(YOUNG; FREEDMAN, 2016, pg. 190)

Assim, estabelecida de forma clara a diferenca entre os conceitos de calor e temperatura, importantes

para a compreensdo da equagdo do calor, passaremos a dedu¢do da equacdo.
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2.1 Equacao do Calor na Barra Finita

Considere uma barra de comprimento L, cuja secdo transversal tem drea A. Suponha que a su-
perficie lateral da barra esteja isolada termicamente, como na Figura 2.1., de modo que ndo haja
transferéncia de calor com o meio externo pelas laterais da barra, ou seja, s6 € admitida troca de calor
por meio de suas extremidades. O fluxo de calor € longitudinal e isso ocorre por conta da uniformi-

dade do material e do seu isolamento térmico lateral.

_» [solamento Térmico

0/.;/’ W

Figura 2.1: Barra isolada termicamente. Fonte: Melissa Holetz (2001).

Para o estudo da conducdo de calor nessa barra, serd utilizado a Lei do Resfriamento de Fourier.
Uma representacao do significado prética dessa lei, para o presente caso em estudo, é ilustrado por
meio da Figura 2.2.

Dada duas placas P e P», ambas com dreas iguais a A, mantidas em temperaturas constantes 77
e T, respectivamente. Sendo que a placa P; é paralela a placa P, com uma distancia A, entre elas.

Desse modo, haverd transferéncia de calor da placa mais quente para a mais fria. E a quantidade de
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Figura 2.2: Lei de Fourier. Fonte: Diego Assuncao Rosa (2018).

calor que € transmitida de uma placa a outra sera:

_KA|T - Ty

Q A,

onde k > 0 € a condutividade térmica do material existente entre as placas.
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Considerando agora uma barra retilinea, cuja se¢do seja uniforme e reta e a barra seja constituida
de uma material homogéneo e que seja orientada para que seu eixo coincida com o €ixo x, como pode

ser observado na Figura 2.3. Os pontos de encontro no eixo x dabarraé x=0e x = L.

Az
|
]
:
A
§ SRS, ) Ma—
’;.:f.___ - X
i
//
Ay

Figura 2.3: Barra com secao uniforme. Fonte: Google imagens.

Admitindo que a superficie lateral da barra esteja isolada de tal modo que ndo haja troca de calor
por meio dela. Considerando que a temperatura u da barra dependa apenas da posicao de x e do tempo
t, sendo que a mesma pode ser representada por u(x,?), na qual a temperatura é constante em toda a
sua superficie.

A equacao diferencial da barra expressa um equilibrio fisico fundamental: A taxa de calor que
entra em qualquer parte da barra € igual a taxa de absor¢cdo naquela parte da barra (BOYCE; DI-
PRIMA, 2015). As taxas sdo chamadas de termo de fluxo (taxa de calor) e termo de absor¢do (taxa
de absor¢ao).

Para calcular o termo de fluxo admite que uma parte da barra entre x = xg € x = xo + A, que xg €
arbitrario e A, € pequeno. As temperaturas nessas condi¢des variam com o tempo e para recorrer a Lei

de Fourier € necessdrio que a temperatura seja constante, logo para resolver o problema, € fundamental
kAT~ |
A

X

fixar r em , fazendo T} = u(x,t) e Th» = (x+ A,,t) e calculando seu limite quando A, — 0,

tem-se a seguinte equagao:

kA|u(x,t) —u(x+ Ay, t)]

Iim Q9 = lim
A—0 A—0 Ay
— Ayt
— kA hm |u(x,t) M(X+ Xy )|
Ac—0 Ay
= kA|uy(x,1)|

Definindo o fluxo de calor na dire¢@o positiva do eixo x como uma fun¢ao ¢(x,7) dada por:
Q(xvt) = _kA‘uX<x7t)|

De maneira semelhante, a taxa na qual o calor passa da esquerda para direita através da secao na
reta (x+ A,) é dada por:
q(x+ Ay, 1) = —kA|uy(x + Ay, )|
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Logo, a taxa liquida na qual o calor flui para o segmento da barra entre x e x + A, é dada por:

0 = q(x,t)—q(X‘f‘Ax;t)
= —kAux(x,1) + kA (x + Ax, 1)
= kA[ue(x+ Ay, 1) — ux(x,1)]

E a quantidade de calor que entra neste elemento de volume da barra no intervalo de tempo g e
to+ Ay é:
OA; = kA[uy(x + Ay, 1) — uy(x,1)Ay]

Calculando, o termo de absor¢do, a variagio média da temperatura A,, no intervalo de tempo A,
€ proporcional a quantidade de calor que entrou no elemento de volume da barra e inversamente

proporcional a massa A, do elemento, logo:

_10A QA QA

¢ Ay c(pV)  c(pAd)

Ay

onde c € o calor especifico do material da barra e p € a densidade da substincia. Sabendo que a
variagdo de temperatura no elemento da barra é a variacdo real do ponto intermedidrio (x+ 6d) e

variando de 0 a 1, entdo pode-se escrever:

_oa
" epAd
ou, A
C%Atd =u(x+0d,t+A;) —u(x+06d,t)
ou ainda,

OA; = [u(x=0d,t +A;) —u(x+0d,t)|cpAd

Para equilibrar os termos do fluxo e da absor¢do, € preciso igualar as duas expressoes. E obtém-se

o0 seguinte:

[u(x+0d,t +A;) —u(x+0d,1)|cpAd = kA[uy(x+ Ax,1) — ux(x,1)]
[u(x+6d,t+A;) —u(x+ 6d,1)]

A
_ i[ux(x—i—Ax,t)—ux(x,t)] @.1)
cp d '

Quando o limite de A; — 0, na Equacdo 2.1, tem-se que A, — 0 e, e obtém-se a Equagdo 2.2, que

€ uma equacao diferencial parcial de segunda ordem na variadvel x, linear e homogénea.

Uy = Kuyy. 2.2)

k

Na Equacgdo 2.2 a cosntante K = ¢p Tepresenta a difusibilidade térmica. Na expressdo para K

tem-se que k € a condutividade térmica do material, ¢ € o calor especifico do material da barra e, p é
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a densidade da substancia.
A Equacio 2.2 € a expressao matemdtica da lei da fisica que descreve a variacio de temperatura
em uma barra de comprimeto L que € isolada termicamente em suas laterais. Essa 4 a chamada

Equacao Unidimensional do Calor.

2.2 O Problema Fundamental da Conducao do Calor

O principal problema que ha na condug@o do calor é encontrar u(x,) que satisfaca a equagio (2.2)
para x € [0,L] com ¢t > 0, a condicdo inicial e as condi¢des de contorno (BOYCE; DIPRIMA, 2015).

Ou seja, uma solugdo para o problema de valor inicial e de contorno que segue:

u—Kuy,=0 x€[0,L] >0
Condig¢des iniciais
Condig¢des de Fronteira.
No préximo capitulo seréd estudado como € possivel resolver o principal problema da condugio do
calor. Mas antes, vamos abordar de modo breve, um pouco sobre a condi¢ao inicial e, posteriormente,

sobre as condi¢Oes de fronteira.

2.3 Condicoes Iniciais e de Contorno

No inicio desse capitulo viu-se que a equagdo do calor depende do tempo ¢ para ser resolvida.
Dito isso, podemos prefixar o que acontece com ¢ = 0, ou seja, podemos fixar condi¢des iniciais. A

condicdo inicial € especificada da seguinte forma:

u(x,0) = @(x)

em que o termo u(x,0) representa a temperatura quando r = 0. Assim, essa ¢ a func¢@o que representa
a temperatura ao longo da barra no instante inicial. Através da Figura 2.4 podemos obter uma nocao
mais clara do que representa, u(x,0) no problema fisico. Note que aqui f(x) e @(x) representam a

mesma funcao.

ufx 0}=f{x)
[distnbuicac da temperatura smicial)

w(0.1j=0 0 1= \1 uiLt=0
o

L

Figura 2.4: Problema de valor inicial . Fonte: Jordana F. Costa; Diogo G. Dias (2018)

A seguir, no Exemplo 2.3.1 vemos uma situagdo em que figuram condig¢des iniciais para t = 0. Note
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que a condi¢do imposta para u(x,0) e para u,(x,0) significam que a temperatura em cada ponto da

barra € funcdo apenas da posi¢do e ndo do tempo.

Exemplo 2.3.1. Determinar uma func¢do u(x,t) tal que u satisfaca

Ty, + 2XUy — tutt —qut =e¢e*cost, >0,
u(x,0) = f(x), u(x,0)=g(x), xeR

Problemas fisicos geralmente possuem um dominio D C R” no qual a EDP € vélida. Logo, € fisi-
camente 6bvio que € preciso especificar algum tipo de condi¢c@o sobre o que deve ocorrer na fronteira
desse dominio. Esse tipo de exigéncia é chamdo de Condi¢ao de Contorno. Por exemplo, uma barra
de metal submersa em um banho de dgua difundiré o calor de forma diferente perto da fronteira do
que uma que estd suspensa no ar ou isolada com cortica. A interpretacdo da condi¢do de contorno (ou
fronteira) depende das grandezas fisicas descritas pela EDP e a principal caracteristica da condicdo de
contorno € que elas nao dependem do tempo. Dedicaremos no proximo capitulo a resolver a equagdo
do calor para cada condi¢do, mas nessa secdo serd falado sobre o que acontece em cada extremidade
da barra para os trés casos de condi¢des de contorno.

Basicamente, as condi¢Oes de contorno assumem trés possiveis formatagdes, a saber, Condigdes
de Contorno do tipo Neumann, do tipo Dirichlet e, do tipo mista ou Dirichlet-Neumann, também
chamada de Condicdo de Contorno de Robin. Veremos, a seguir, que particularidades definem cada
um dos tipos de condi¢@o de contorno.

Para comecar, consideremos a equagao unidimensional do calor

u; — Kuy,, =0 paratodo 0 <x </,

em uma barra homogénea de comprimento / e que toda a superficie lateral da barra € isolada termica-
mente no seu exterior, de forma que o calor sé pode fluir para a esquerda e para a direita. Avaliemos
o que pode acontecer com o calor nas extremidades da barra.

Inicialmente, suponhamos que além da superficie lateral da barra, estejam isoladas também as
suas extremidades. Como o calor ndo pode entrar ou sair da barra e o calor total é conservado. Além
disso, o fluxo de calor em x = 0 e x =/ deve ser zero, uma vez que o calor ndo pode fluir para dentro

ou para fora das extremidades da barra. Pela lei de Fourier (conducao do calor), temos
Fluxo do calor = F(x,t) = —Kuy(x,1),

onde K > 0 é a condutividade térmica. Entdo F(0,¢) = 0 = F(I,t) e, portanto,

ux(0,¢) =0 =u,(l,t) paratodo r >0 (2.3)

As condi¢des de contorno (2.3) sdo chamadas de condicdes de Neumann.
Agora, suponha que de alguma forma conseguimos fixar a temperatura dabarraemx =0ex =1/.

Entdo temos a condicao de contorno
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u(0,¢) =a e u(l,t) =b paratodo t >0

que sdo chamadas de condigoes de Dirichlet, ou seja, nessa condi¢do as temperaturas das extremida-
des da barra s@o conhecidas. Os valores de a e b sdo parametros correspondentes a temperatura que
escolhemos para cada extremidade da barra. E bastante comum tomar a = b = 0.

Para fixar a temperatura em qualquer extremidade da barra, podemos tentar submergir uma das
extremidades da barra em um grande reservatdrio de, digamos, 4gua, com uma temperatura fixa b. A
extremidade submersa da barra ndo mudard imediatamente a temperatura para refletir a temperatura
comum do reservatério; em vez disso, a lei de resfriamento de Newton afirma que a taxa na qual
a temperatura muda (ou o fluxo) é proporcional a diferenca de temperatura entre a extremidade da
barra e o reservatério. Assumimos que o reservatdrio € tdo grande que sua temperatura ndo pode ser

alterada pelo calor que flui da barra para ele e vice-versa. Portanto, em x = [, temos

Fluxo do calor = —Kuy(l,t) = B(u(l,t) — b),

onde B é uma constante e maior que zero (f > 0). Segue que

u(l,t) 4+ Buy(l,t) = b paratodo t >0

para B>0e B = % E essa condi¢do é chamada de condicdo de Robin. Quando B = oo, temos

transferéncia instantanea de calor da barra para o reservatdrio, e recuperamos a condi¢do de Dirichlet
u(l,t) = b, uma vez, que B =0. Quando 3 = 0 ndo temos transferéncia de calor entre a barra e o
reservatdrio, e recuperamos a condi¢do de Neumann u,(l,7) = 0.

Na outra extremidade x = 0, temos

Fluxo de calor = —Ku,(0,1) = —a(u(0,t) — a),

para a constante & > 0. A razao para o sinal menos € que o calor que flui para o reservatorio agora

estd fluindo para a esquerda, que € a dire¢ao negativa. Descobrimos que a condicdo Robin aqui é

K
u(0,7) —Auy(0,¢) =a paratodo r >0, em que A = P >0

Todas as consideragdes feitas até aqui foram no sentido de estabelecer o modelo matematico para
o problema unidimensional do calor em uma barra de ¢. Culminando esse trabalho com a obtenc¢do do
modelo na Equagdo 2.2. O préximo passo natural €, uma vez especificadas as condicdes de contorno
e a condi¢do inicial, obter uma funcgdo u(x,¢) que atenda essas condi¢des pré-estabelecidas e descreva
como ocorre a distribui¢ao do calor na barra a medida que o tempo evolui. Isto é o que sera feito no

préximo capitulo.
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Capitulo 3

RESOLUCAO DA EQUACAO
UNIDIMENSIONAL DO CALOR

Neste Capitulo serd abordada a resolucdo da equacio unidimensional do calor, do tipo homogénea,
modelada para uma barra de comprimento ¢. Usaremos o método de separacdo de varidveis para
obtencdo de uma solucdo em séries de Fourier. A principal caracteristica desse método € a substituicao
da equacdo diferencial parcial por um conjunto de equagdes diferenciais ordindrias. Estas, por sua
vez, sdo resolvidas levando em consideracdo as condi¢des iniciais € de contorno. Para cada tipo de
condi¢ao de contorno serd dedicada uma subsecdo deste Capitulo. Em cada subse¢do abordaremos
o processo de resolugcdo para o caso de condicdes iniciais e de contorno arbitrdrias e, em seguida

apresentaremos um exemplo com a resolu¢@o para uma condig¢do particular.

3.1 Condicoes de Contorno Tipo Dirichlet

A caracteristica da condi¢do de Dirichlet € que nas extremidades da barra a temperatura deve ser
mantida fixa em qualquer tempo. Isso impde que o problema de Dirichlet apresente, conforme a

equacdo 3.1, como segue:

ur(x,t) = Kuy(x,t), 0<x<lI, t>0 3.1
u(0,¢) = 0, u(l,t)=0
u(x,0) = @)

1. Separacao de variaveis: Para resolvermos a equacéo do calor devemos procurar por solu¢des que

apresentam a seguinte forma
u(x,t) = @(x)y(t)

Substituindo na (3.1) e dividindo ambos os lados por ¢(x)y(z) temos

v _ 9"()

Ky(t)  o(x)
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Uma vez que o lado esquerdo € independente de x e o lado direito é independente de ¢, segue-se que

a expressdo deve ser uma constante

v _ 9"()

Ky(t)  o(x)

(Aqui y significa a derivada de ¥ em relacdo a r e ¢ significa a derivada de ¢ em relacdo a x.)

Procuramos encontrar todas as constantes possiveis A e as fungdes nao nulas correspondentes ¢ € V.
Noés obtemos

" —2p=0, y—Kly=0.

A solugdo da segunda equagdo é
y(r) = CkM (3.2)

Onde C € uma constante arbitraria. Além disso, as condi¢des de contorno dao

e(0)y()=0, ¢@()y(t)=0 paratodo ¢

Uma vez que y(¢) ndo é identicamente zero, obtemos o problema de autovalor desejado

¢"(x) = 2Ae(x)=0, (0)=0, ¢(1)=0. (3.3)

2. Encontrar autovalores e autovetores: O proximo passo principal € encontrar os autovalores e

autofungdes de (3.3). Existem, em geral, trés casos:
* (a) Se A =0 entdo ¢ = ax+ b entdo aplicando as condi¢des de contorno obtemos
0=9¢0)=b, 0=¢p{l)=al=a=b=0
zero nao € um valor préprio.
+ (b)Se A = u? > 0 entio
©(x) = acosh(ux) + bsinh(ux)

Aplicando as condicdes de contorno teremos
0=¢(0)=a=a=0 0=¢()=>bsinh(ul)=>b=0.

Portanto, ndo hé autovalores positivos. Considerando o seguinte argumento alternativo: Se ¢”(x) =

2

A@(x) e multiplicando essa expressdo por @(x) teremos @ (x)¢”(x) = A@(x)*. E integrando essa

expressdo de x = 0 até x = ¢, temos

A 4 14
A [ 0w ar= [ o()e" () dv=— [ ¢/ dxr 9o )],

Como ¢(0) = ¢(¢) = 0 concluimos

o

. JL ' (x)? dx
o /
Jo (x)? dx
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e vemos que A deve ser menor ou igual a zero.

* (¢) Entdo, finalmente, considere A = — /.Lz de modo que

¢©(x) = acos(ux) + bsin(px)

Aplicando as condi¢des de contorno que temos
0=¢0)=a=a=0 0= ¢@(¢)=>bsin(ul).

Disto concluimos que sin((f) = 0 o que implica

€ portanto

nm\ 2 .
An:—u,%:—(T), On(x) = bpsin(px), n=1,2,3, -

De (3.2) também temos as fungdes associadas ¥, (1) = KM

3. A Soma formal: A partir das consideracdes acima, podemos concluir que para qualquer nimero

inteiro N e constantes {b, }"_,

Z b (1) @a(x Z bpeX*! sin <n7£tx>

n= n=1

satisfaz a equagdo diferencial em (3.1) e as condi¢des de contorno.

4. Use a série de Fourier para encontrar os coeficientes: O tnico problema restante é, de alguma
forma, escolher as constantes b, de forma que a condicdo inicial u(x,0) = ¢(x) seja satisfeita. Para
fazer isso, consideramos o que aprendemos com a série de Fourier. Em particular, olhamos para u

como uma soma infinita

u(x,t) = i b sin (nijx)

n=1

e tentamos achar b,, satisfatorio

o(x) = u(x,0) = ;bn sin (%) .

Mas isso nada mais é do que uma expansao senoidal da func¢do ¢ no intervalo (0,¢).

b, E / sm ) dx.

Exemplo 3.1.1. Considere o exemplo explicito para a condicdo inicial, com ¢ =1, K = 11—0 ep(x)=

x(x—1). Lembrando que [, = (%) que neste caso se reduz a n.
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x—1)sin(nmx) dx

1) (_M) dx

nmw
1
+/ (1 _2x)—cos(n7tx) dx
0 Hn

Z/le(
2/01)6(
1

2 (1= x) cos(nmx)
nmw nmw

0

-2 g (Y

1

. { .

_ 2 (1_2x)sm(n7rx) _/ (_2)sm(n7rx) I

nm nmo| o Jo nm

4 4 cos(nmx) || 4[1—(—1)"]

B (nﬂ:)z/o sin{arx) dx = (nmx)? [_ nt ol (nm)3
Chegamos a solugdo

u(x,t) = % Y we*”%wlo sin(nmx). (3.4)
A n

Note que, para t = 0, atendemos a condi¢do inicial u(x,0) = @(x), como pode ser observado na

equagdo 3.5. .
ox)=x(1-x)=—= Y Msin(mrx). (3.5)

Agora, fixando n =3 apenas para ilustrar a expansdo da série, obtemos uma aproximacdo de Q(x) =

x(1 —x), com base na equagdo 3.4, como segue,

3 n
ox)=x(1-x) = 4 Z =01 sin(n7mx)
4 [1-(-1 1—(=1)?2 1=(=1)° .
= 3 {% 51n(7rx)+%31n(27rx)+ ;3 ) s1n(37rx)}
= i3 {ZSin(ﬂx) +0+ %sin(an)] R~ % {sin(ﬂx) +W}

A seguir, com propdsito de ilustrar como ficaria a solugdo u(x,t), da equagdo 3.4 escolhemos, por

comodidade t = 1 e escrevemos as funcdo de x correspondente, ainda com n = 3.

4 3 [1—(=1)"
u(x,1) = ;2[51—3)]6_”2”2110 sin(n7mx)
n=1
4 [1—(=1)! 1—(—1)> 1—(—1)
= 3 %e 122 5o sm(itx)—l—%ezzﬂzllo sin(27rx)+%e32”2110 sin(37x)
—on2 —972
4 5 -z N 2¢710 sin(37x) 8 | = sin(7x) + e 10 sin(37x)
= — e == |€ X
n3 27 3 27
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Condicéo Inicial de Dirichlet para I=1 Solucédo com condicéo de Dirichlet para L=1 e n=4
0.25
— 027
X
o
o 015
=
% o1t
0.05 ’ 1
0d : '
04 0.6
Eixo x
(a) @ e aproximagdo g com 2 termos (b) u(x,t) - aproximagao Sy
Solucdo com condicao de Dirichlet para L=1 e n=10 Solu¢cdo com condicao de Dirichlet para L=1 e n=50
07
0.25 _ 03 _
' 0.25
02 02
Zo1s X 015
o S 0.1
0.1 0.05
0
0.05 1
0| . 1
=== e
00204 0608 1|0 02 04 06 08 1
Eixo x Eixot
(c) u(x,t) - aproximacdo Sy (d) u(x,t) - aproximagao Ss

Figura 3.1: Graficos da Condicao de fronteira de Dirichlet. Fonte: Proprio autor.

Podemos observar, por meio da Figura 3.1a o comportamento de u(x,0) = ¢(x) e sua respectiva
aproximacdo pela série de Fourier com n = 3. A Figura 3.1b, a Figura 3.1c e a Figura 3.1d nos
fornecem uma visdo do comportamento da distribuicao da temperatura ao longo da barra em func¢do
do tempo. Como nas condi¢des iniciais, zero nas extremidades e decaindo em fun¢do do tempo.
Incluimos trés figuras semelhantes para ilustrar que, neste caso de condicdo de Dirichlet, ndo houve
ganho ao se aumentar o nimero de termo da soma parcial da série de Fourier. E possivel observar que

com 4 termos ou com 50 termos na soma parcial, temos praticamente o mesmo grafico.

3.2 Condicoes de Contorno Tipo Neumann

Neste tipo de condicdo € exigido que as extremidades estejam perfeitamente isoladas, o que sig-
nifica que ndo ha trocas de calor entre o ambiente e a barra. Isso € modelado com as condi¢Oes de
contorno uy(0,¢) = 0 e u,(¢,7) = 0. A formulagdo do problema de Neumann assume a forma que

segue,
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u = Kuy(x,t), 0<x</{, t>0 (3.6)
uy(0,7) = 0, u(4,t)=0
u(x,0) = o(x)

1. Separacao de variaveis: Procuramos por solu¢des que apresentam a seguinte forma

u(x,t) = @(x)w(t)

Substituindo na (3.6) e dividindo ambos os lados por ¢(x)y(z) temos

v() _ 9"(x)

v(t) o)

Uma vez que o lado esquerdo € independente de x e o lado direito € independente de ¢, segue-se que

a expressdo deve ser uma constante

vi) _ o'W _,

w(t) o)
(Aqui y significa a derivada de ¥ em relacdo a r e ¢ significa a derivada de ¢ em relacdo a x.)

Procuramos encontrar todas as constantes possiveis A ¢ as fungdes ndo nulas correspondentes ¢ ¢ Y.

Noés obtemos

¢"—A9=0, Yy—Ay=0.

A solucdo da segunda equacgio é

w(r) = CeM (3.7)

Onde C € uma constante arbitraria. Além disso, as condi¢des de contorno dao

o' (0)y()=0, ¢'(Dy()=0 paratodo ¢

Uma vez que y(¢) ndo € identicamente zero, obtemos o problema de autovalor desejado

0" (x) —Ap(x) =0, ¢'(0)=0, ¢'()=0. (3.8)

2. Encontrar autovalores e autovetores: O proximo passo € encontrar os autovalores e autofuncoes

de (3.8). Existem, em geral, trés casos:

* (a) Se A =0 entdo @(x) = ax+ b entdo aplicando as condi¢des de contorno obtemos

0=¢'(0)=a, 0=¢'(\)=a=a=0.
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Observe que b ainda é uma constante arbitraria. Concluimos que A9 = 0 é um autovalor com a

autofuncgdo @p(x) = 1.
* (b) Se A = u? > 0, entdio

¢(x) = acosh(ux) + bsinh(ux)

¢'(x) = apsinh(ux) + by cosh(x)

Aplicando as condi¢des de contorno

0=¢(0)=bu=b=0 0=¢'(¢)=ausinh(ul) = a=0.

Portanto, ndo hd autovalores positivos. Agora vamos considerar o seguinte argumento alternativo: Se
¢" (x) = A@(x) e multiplicando ambos os lados por ¢ nés teremos @(x)¢” (x) = A@(x)?. Integrando
a expressdo de x = 0 a x = £. N6s temos

14

w [ ot ax= [ oo dx =~ [ ¢/ dr 900!

Como ¢'(0) = ¢'(¢) = 0 concluimos

o

o' dx
Jo @(x)? dx

e vemos que A deve ser menor ou igual a zero (zero apenas se ¢’ = 0).

* (¢) Entdo, finalmente, considere A = — /,L2 de modo que

¢(x) = acos(ux) + bsin(ux)

@' (x) = —ap sin(px) + by cos(x).

Aplicando as condi¢des de fronteira temos

0=¢'(0)=bu=b=0 0=¢' ({)=ausin(ul).
Disto concluimos que sin(uf) = 0 que implica u = "7 e, portanto

2
ln:—u,f:—(%>, ¢n(x) = cos(Upx), n=1,2,3,---

Da expressdo (3.7) também temos as fungdes associadas y,(t) = et

3. A soma infinita formal: A partir das consideracdes acima, podemos concluir que, para qualquer

inteiro N e constantes {a, }\_,
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up(x,1) = — + Z anWn (1)@ (x) = ao + Z ane™ cos (nz'x)

que satisfaz a equacao diferencial em (3.6) e as condi¢des de contorno.

4. Use a série de Fourier para encontrar os coeficientes: O tnico problema restante é, de alguma
forma, escolher as constantes a, de forma que a condigéo inicial u(x,0) = ¢(x) seja satisfeita. Para
fazer isso, consideramos o que aprendemos com a série de Fourier. Em particular, olhamos para u

como uma soma infinita
N
u(x,t) =ao+ ) ane ”tcos(

n=1

an)

e tentaremos achar {a, } satisfatorio

o (x) = (x, O)—ao—f—Zancos( 7grx>

Mas isso nada mais é do que uma expansao do cosseno da funcio ¢ no intervalo 0,¢. Nosso trabalho

na série Fourier nos mostrou que

2 t2 nmx
ao—z/o o(x)dx, a,= A Z‘P(X)COS( 7 ) dx (3.9)

Exemplo 3.2.1. Considere o exemplo explicito para a condi¢do inicial com ¢ =1 e @(x) = x(x—1).

Nisso o caso (3.9) torna-se

l l
ap = 2/ o(x)dx, a,= 2/ ©(x) cos(nmx) dx.
0 0

Substituindo o ¢ = 1 nas integrais e calculando ambas, obtemos as expressoes para ag e a,

1
apy = 2/(pxdx
0

1 P 1
= 2 x(1-x)dx=2]|2 -2 || =2
/0 x(1—x) dx {2 3} 3
0
Calculando a,,, tem-se
ay = 2/ ¢(x)cos(nmx dx—Z/ x) cos(nmx) dx

_ /0 x(1— )(W) dx

=2 {x(l —X) —Sin:;m) ’(1) - /0 1(1 —2x)—Sin:;m) dx

N (M),dx

nmw.Jjo nw
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i P<)>(}) L ()
2 [_cos(nm) -
T

nm nm| (nﬂ)z((_l)n+1)

Onde para n par temos que ay = ﬁ e para n impar ag = 0.

Para eliminar os termos impares na expansdo, introduzimos um novo indice, k em que n = 2k onde
k=1,2,---. E finalmente chegamos a solucdo

1 1 &1
M(X t 8 —2 ; k_ 74k27r2t COS(2k7TX).

Fazendo um exemplo para N = 4, temos

4 X
x(x—1) %é—% (Z—Cos(]fzkn )> :

0

Observe que a medida que t — o a soma infinita converge para zero uniformemente em x. De fato

oo 2
) 1 T 4.2
§e47z:tz _ e47rt.

o |1 aer
— 2k =
kg’l ¢ cos(2kmx) 26

Portanto, a solugdo converge para uma temperatura de estado estaciondrio diferente de zero, que é
exatamente o valor médio da distribui¢do de temperatura inicial.

hmuxt

lim - _/ (3.10)

Abaixo, temos o grdfico da fungdo @(x) para os valores de n escolhido.

Condicao Inicial de Neumann - I=1 Solucdo com condicdo de Neumann para L=1

0.25 — RiY: | 0554

g

02t

015 /

0.1} /

0.05 | /

P(x) e g(x)

u(x,t)

0 02 0.4 06 08 1 ‘ - 0 < Eixot
Ei Eixo x
IX0 X

(a) Graficos de u(x,0) = @(x) e g =S4 (b) Grifico de u(x,t) - aproximagao Sy
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Solucdo com condicdao de Neumann para L=1 e n=" Solucdo com condi¢cdo de Neumann para L=1 e n=5|

0.25 _
0.25 _
’ = : 0.2
0.2 P ‘“““ = e
o5 5“‘%‘!‘“\\‘[\3\\\\&\‘\\ - 015
5 041 S 0.1
0.05 0.05
1
0
06 04 o~y 0277 Eixot ' 08 06 04 g5 g 0204
Eixo x 02 o 0 B 02 o 0 Eixo t
(a) Grifico de u(x,t) - aproximacao Sio (b) Grifico de u(x,1) - aproximagdo Ss

Figura 3.3: Graficos da Condi¢des de Neumann. Fonte: Préprio autor.

Na Figura 3.2a podemos observar que a aproximacgao da série de Fourier com Sy fornece uma
excelente aproximagdo da fungdo ¢(x) = x(1 —x). Em adic@o, nota-se que, conforme indicado na
equacgdo 3.2.1, pode ser verificado ao se observar no Figura 3.2b, 3.3a e 3.3b que a medida que ¢
cresce, u(x,t) tende ao valor limite 1,666..., para qualquer valor de x. Quanto as condi¢des u,(0,¢) =0
e uy(¢,t) = 0 pode-se observar nas Figura 3.2b, 3.3a e 3.3b que mesmo para Sjg a condi¢io nao é
plenamente satisfeita, o sendo apenas em Ss59. Ao observarmos a Figura 3.2a notamos nos extremos
x=0ex=/¢=1hd uma curvatura na curva vermelha em que se pode inferir, intuitivamente, que
a reta tangente em x = 0 e x = £ serd horizontal. Este fato indica que as extremidades da barra sao
isoladas, ou seja, ndo ha fluxo de calor nem para dentro nem para fora da barra. Mantendo a mesma

temperatura ao decorrer do tempo, conforme exigido nas condi¢des de contorno na Equacgao 3.6.

3.3 Condicoes de Contorno Tipo Mista: Dirichlet-Neumann (Ou
Condicao de Robin)

Neste caso temos uma condi¢@o mista na qual € imposto que a temperatura ¢ mantida a zero graus
em qualquer tempo na origem x = 0 o0 que caracteriza uma condi¢ao de Dirichlet e, na extremidade

x = ¢ ndo ha fluxo de calor em nenhum tempo, o que indica uma condi¢do de Neumann.

u(x,t) = Kuy(x,t), 0<x<t, t>0 (3.11)
u(0,6) = 0, u(l,1)=0
u(x,0) = o(x)

1. Separacao de variaveis: Procuramos por solugdes que apresentam a seguinte forma

u(x,t) = @(x)w(t)
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Substituindo na (3.11) e dividindo ambos os lados por ¢(x)y(z) temos

Uma vez que o lado esquerdo € independente de x e o lado direito é independente de ¢, segue-se que
a expressdo deve ser uma constante
v() _ 9"(x)

v(t) o)

(Aqui V significa a derivada de W em relagdo a t e ¢’ significa a derivada de @ em relacdo a x.)

Procuramos encontrar todas as constantes possiveis A e as fungdes ndo nulas correspondentes ¢ e .

Noés obtemos
¢'—Ap=0, y—Ay=0.

A solucdo da segunda equagio é
y(t) = Ce (3.12)

Onde C € uma constante arbitraria. Além disso, as condi¢des de contorno dao
@(0)y(t) =0, ¢'()y(t)=0 paratodo

Uma vez que y(¢) ndo ¢ identicamente zero, obtemos o problema de autovalor desejado
¢"(x)=29(x) =0, ¢(0)=0, ¢'())=0. (3.13)

2. Encontrar autovalores e autovetores: O proximo passo € encontrar os autovalores e autofungdes

de (3.13). Existem, em geral, trés casos:
* (a) Se A =0 entdo @(x) = ax+ b entdo aplicando as condi¢des de contorno obtemos
0=¢0)=b, 0=¢'{)=a=a=b=0.
Zero nao é um valor proprio.
* (b) Se A = u? > 0, entiio

¢©(x) = acosh(ux) + bsinh(ux)
¢’ (x) = ap sinh(px) + bu cosh(x)
Aplicando as condi¢des de contorno
0=¢'(0)=au=a=0 0= ¢ ({)=bucosh(ul)=b=0.

Portanto, ndo hd autovalores positivos. Agora vamos considerar o seguinte argumento alternativo: Se

¢" (x) = A (x) e multiplicando ambos os lados por ¢ nés teremos ¢@(x)¢” (x) = A¢(x)2. Integrando
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a expressao de x =0 a x = . NOs temos

l L l
A ol dx= [ oo (x) dx == [ /() dr+9(x)9/(x)
Como ¢(0) = ¢'(¢) = 0 concluimos que

Lo oo dx
- 14
Jo @(x)? dx

e vemos que A deve ser menor ou igual a zero.

* (¢) Entdo, finalmente, considere A = — /.Lz de modo que

¢©(x) = acos(ux) + bsin(px)

¢’ (x) = —au sin(ux) + bp cos(px).
Aplicando as condi¢des de fronteira temos
0=0¢0)=au=a=0 0=¢'({)=hucos(ul).

(2n )

. Portanto,

Disto concluimos que cos(uf) = 0 que implica 4 =

2
An:_‘u’%:(%) , Qu(x) =sin(ux) n=1,2,3,---

Da expressio (3.12) também temos as funcdes associadas ¥, (1) = e*'. 3. A soma infinita formal: A

partir das consideracdes acima, podemos concluir que, para qualquer inteiro N e constantes {bn}f:’:o

(2n—1)xm
Ant
anwn On(x Zbe sm( i )

n=1

que satisfaz a equagdo diferencial em (3.11) e as condigdes de contorno. 4. Use a série de Fourier

para encontrar os coeficientes: O tinico problema restante €, de alguma forma, escolher as constan-

tes b, de forma que a condi¢@o inicialu(x,0) = @(x) seja satisfeita. Para fazer isso, consideramos o

que aprendemos com a série de Fourier. Em particular, olhamos para # como uma soma infinita

u(x,t) = Z bpe’! sin <%)

n=1

e tentaremos achar {b, } satisfatério

o(x) Z b, Sm( zél)ﬂx) |
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Mas isso nada mais é do que uma expansao do seno da fungdo ¢ no intervalo (0, /). Usando

0n(x) = sin ((2n ;;)m)

Nos temos

mwzim%m

Procedendo como de costume, multiplicando ambos os lados por ¢,(x) e integrando de 0 a ¢ e usando

a ortogonalidade descrita em (3.14) e (3.16).
¢ g {
| oot ar=Y b [ ou(0pit) dx
k=1

o que implica,
2
b= [ oo dx
0

Ortogonalidade

’ é, n=k
‘ 2
| ou@ox) dx =
0, n#k

Lembre-se de que ¢} = 4;9; e ¢;(0) = 0, ¢;(¢) = 0. Primeiro, considere n # k, entdo A, # A, logo

4 ¢
b [ oo dx = [ gl dx (3.14)

4
14
— _/0 @ ()@ (x) dx + [@,(x) Pr (x) — @u(x) 91 (x)]

0
14
= A oulopil) dx
Portanto, , ,
(=2 [ 0000 dr =0 [ p,(0)pu() dx =0

Para n = k, temos

14 L _

/ P2(x)dx = |[ sin? (M) dx (3.15)
0 20

o502

() o250

0

14
5
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Exemplo 3.3.1. Considere o exemplo explicito para a condi¢do inicial com { =1 e ¢(x) = x. Nesse
2n—1)m
caso W, = —

9 ol

b, = —/ xsin(,x) dx
1Jo

I 1

_ 1/l
= 2 |—cos(upx) +—/ cos(UyX) dx
i n 0 n
[ cos(m) 1 |
—cos( .
= 2|————+0+ sin( W,x
b (o )
[ —cos(uy) . ]
= 2 + sin(u,)—0
L (2 k) =0)
_ 9 _COS(Nn)_Fsm(Nn)}
il
_ 5 Sm(.un uncos un}

( ) () ()
| <2";1 )

sin(nw —m/2) — (nw—7m/2)cos (nwt—1/2)
(2n—1)>x?
L 4
8(_1)n+1
(2n—1)272

chegamos a solugcdo

o )n+1 _(eum\ o/ (2n—1)7x
; 2n—1 ( 2 > SIH(T)

Fazendo um exemplo para N = 4, temos

fo By (e

w2 (- 1) 2
ERRYES! » )2+ » )3 X )AL N
) O o) (5 )
- % [ in (mx/2) — sin(3;z:x/2) N sin (527;x/2) _sin (ng/Z)]

A seguir, apresentamos um conjunto de figuras que nos permitirao ilustrar o comportamento da
solucdo do problema modelo para a condi¢ao de Robin com ¢(x) =xe ¢ =1.

Ao analisarmos a Figura 3.4 queremos, em primeiro lugar destacar que omitimos a apresentacao
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Solugédo com condi¢do de Robin com L=1 e n=4 Solugédo com condi¢ao de Robin com L=1 e n=10

1 08 06 0._4 . D.é T O- 0= Eix 1 08 06 04 0o - g Eixo
Eixo x Eixo x
(a) u(x,t) - aproximagao Sy (b) u(x,t) - aproximagao Sy
Solugdo com condi¢do de Robin com L=1 e n=50 S;olugéo com condi¢cao de Robin com L=1 e n=50

~

0.8
0.6 é
x
S 04
0.2
0 08! .
e~ 0.60- o, W -
1 = h 0.4 . [ : <
08 06 047027 g 0 027 L ixot ! g 02 04 06 08 1
Eixo x Fixo x
(c) u(x,t) - aproximagao Ssq (d) u(x,r) - aproximag@o Ss

Figura 3.4: Gréficos da Condi¢ao de Robin. Fonte: Préprio autor.

em duas dimensdes por entendermos que, como @(x) é uma reta, essa pode ser visualizada facilmente
no grafico tridimensional de u(x,7), mas especificamente nas Figuras 3.4c e 3.4d em dois angulos
diferentes. Sobre a condigéo inicial u(x,0) = @(x) = x temos algumas observagdes interessantes
sobre a convergéncia da série de Fourier. Ao analisarmos cuidadosamente o bordo da superficie em
t = 0 notamos que, proximo do ponto (1,0) ha alguma lentiddo de convergéncia. O bordo retilineo
fo1 atingido, pelo menos visualmente, para valores proximos de n = 50, ou seja, com S5q. Tal fato
pode ser observado na sequéncia das Figuras 3.4a, 3.4b e 3.4c. O mesmo fendmeno ndo ocorre na
extremidade x = 0. A condig@o u,(x,¢) = u,(x, 1) pode ver verificada nas linhas de grade marcadas na
Figura 3.4d. A medida que ¢ cresce, tendendo para t = 1, percebe-se a curvatura das linhas da grade

tendendo para horizontal, ou seja, u,(x, 1) tendendo para zero.



48

Capitulo 4

APLICACOES DA EQUACAO DO CALOR

A equacdo do calor tem uma grande importancia em varios ramos da Matematica e Fisica. Nesse
capitulo, afim de mostrar-se a relevancia da equacao, dedicaremos a estudar dois artigos cientificos

que falam sobre onde e como elas podem ser aplicadas.

4.1 O Movimento Browniano (MB)

O MB ¢ caracterizado como um fendmeno em que as pequenas particulas que estdo suspensas
em um liquido tendem a se movimentar em caminhos pseudo-aleatorios ou estocasticos através dele.
Robert Brown foi primeiro cientista a estudar esse movimento. Em 1827 ele observou o fendmeno
olhando microscépio e viu que os graos de pdlen se deslocavam aleatoriamente na agua.

Diversos estudiosos tentaram explicar o movimento browniano, entre eles, temos

* Regnault - Acreditava que o movimento se dava devido ao aquecimento irregular causado pela

luz incidente sobre o liquido;

* Christian Wiener - Chegou a conclusdao de que o MB nao estava na for¢a das particulas, nem na

diferenca de temperatura do fluido e nem na evaporagao;

* Cantoni e Oehl - Observaram que o movimento das particulas de um fluido selado entre as

placas de vidro permaneceria inalterado;

Todos os estudiosos citados acima nao obtiveram sucesso ao tentar explicar o MB, mas através de
suas observacoes e estudos que cientistas como Louis Gouy e Felix Exner chegaram a ter uma visao
mais clara sobre o0 movimento, mas a definicio do movimento browniano aconteceu apenas em 1905
quando Albert Einstein publicou um artigo explicando que as particulas vistas por Robert Brown era
uma consequéncia do movimento térmico das moléculas de d4gua. Além de Einstein, varios outros
cientistas e estudiosos contribuiram de forma significativa para a defini¢do, entendimento e aplicagao
do MB.
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Figura 4.1: Movimento Browniano. Fonte: Astronoo.

4.1.1 O movimento browniano e a equacao do calor

Nesta subsecdo estudaremos como 0 movimento browniano se relaciona com a equagdo do calor
e apoiaremos nosso estudo nas ideias de Michael J. Kozdron (KOZDRON, 2008) que produziu um
artigo cientifico intitulado: Brownian Motion and the Heat Equation (ou movimento browniano e a

equacgao do Calor, tradu¢do nossa).

4.1.2 Como Albert Einstein relacionou o movimento browniano com a equacao

do calor

Vimos anteriormente que o famoso cientista, Albert Einstein, conseguiu fornecer para a comu-
nidade cientifica uma explicacdo que de fato explicasse o MB. Ele conseguiu elucidar o que Ro-
bert Brown viu pelas lentes do microscépio, afirmando que o MB tem sua origem no “bombardeio”
continuo dos graos de pdlen pelas moléculas da dgua circundante, onde acontece sucessivos impac-
tos moleculares vindo de diferentes direcdes e contribuindo de forma involuntéria para os diferentes
impulsos das particulas. Como resultado desses choques incessantes, as particulas presente naquele
meio, tinham a mesma energia cinética média das moléculas '. E foi através desse estudo no qual

Albert Einstein mostrou que o movimento browniano fornece uma solu¢do para a equagdo do calor

Uur = Kuxx

podendo ser reescrita da seguinte forma

d 92
Eu(x,t) = Kﬁu(x,t)

4.1.3 A prova da existéncia do movimento browniano por Albert Einstein

Para provar a existéncia do MB, Einstein sup0s que existia N particulas suspensas em um liquido.

E que em um pequeno intervalo de tempo 7', a coordenada x de uma particula aumentara €, e cada

'A férmula para calcular a energia cinética média da molécula é e, = 3/2xk*T.
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particula possui um € com valor diferente. E para os valores € das particulas hd uma certa lei proba-
bilistica.
No intervalo 7', temos que o nimero dN de particulas que passam pelo o deslocamento entre

€ + A¢ pode ser expressa pela seguinte equacao

dN =No(g)de

como apenas ¢ difere de 0 para valores muitos pequenos €, entao

/Z(p(e) de=1, ¢(&)=0¢(-¢)

como ¢ ¢ uma funcdo par, vemos que

/:o(p(s) de=0

Agora vamos ver como o coeficiente de difusido depende de ¢ e o nimero de particulas por unidade
de volume depende apenas das varidveis x e t.Fazendo com que f(x,7) denote apenas do nimero de

particulas, entdo teremos

/O:Of(x,t) dx=N

e definindo & por

1 o]
2 2
o= — e°p(e)de
2T /_w vle)
Agora temos o objetivo de calcular a distribui¢do de particulas em curto espaco de 7. E pela
defini¢do de @(g), temos

f(x,H—T):/ fx+et)p(e)de 4.1

—00

pelo o teorema de Taylor 2 temos em um caso que

fO,t+T) = f(x,1) —I—aa—J;T
€ no outro caso
0 19?2
fx+e,t) = fx,0)+ a—i:e + Ea—xst (4.2)

substituindo a equacao (4.2) na (4.1) ficaremos com

2 Através do link: http://www.dma.uem.br/kit/calculo-e-pre-calculo/taylor.pdf é possivel entender o que Teorema
de Taylor diz.
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(o)

flt+T) = fx+e,1)p(e) de

of 19%f
{f(x,t)—i—as—f-zw (p(s) de

—o0

(o]

— —

2
— fen+allr

ox?
Equacionando as duas aproximagdes, uma em relacao ao tempo e a outra em relagdo a deslocamentos
(aleatorios), obtemos a Equagdo Diferencial Parcial que € muito bem conhecida para a difusdo (ou
seja, a Equacao do calor)

of _ 2 Pf

ot ox2

4.1.4 Aplicacoes do Movimento Browniano

Aqui estudaremos algumas aplicacdes do movimento browniano, a fim de mostrarmos a im-
portancia do movimento e, consequentemente enfatizando a relevancia da equacao do calor.

O movimento browniano € utilizada na industria farmac€utica na captura de nanoparticulas e
virus. O artigo do Gustafsson (GUSTAFSSON et al., 2018) intitulado como: Significance of Brow-
nian Motion for Nanoparticle and Virus Capture in Nanocellulose-Based Filter Paper (ou Significado
do Movimento Browniano para Nanoparticulas e captura de virus em Papel de Filtro a Base de Na-
nocelulose, Tradug¢do nossa) explica como 0 movimento browniano contribui em uma das fases mais
criticas na producao de produtos farmacéuticos a base de proteina. Nessa fase € necessdrio fazer uma
“filtracdo” para a remog¢ao do virus e durante esse processo a influéncia do MB no comportamento
do virus durante a filtracdo nao pode ser descartado, pois ele favorece a descoberta do virus.

Na Ecologia, 0 MB, € tradicionalmente aplicado juntamente com dispersdo difusiva como mode-

los padriio para o movimento de animais 3

em ambientes que sao ricos em recursos. Em seu trabalho
Jager (JAGER et al., 2014) mostra como os passeios brownianos se tratando dos movimentos de ani-
mais podem ser causados por encontros frequentes e ndo somente em locais onde h4 alta densidade

de recursos.

4.2 Variacoes de Temperatura do Solo via Equacao do Calor

A fim, de continuarmos nosso estudo, sobre a importancia da equagdo do calor em vdrias areas,
exploremos como a temperatura da superficie do solo x = 0 se relaciona com o seu interior x >
0 considerando as variagGes periddicas que ocorrem na superficie devido as mudangas climaticas
desprezando as influéncias de temperatura dos processos radioativos do interior da Terra e para tal
estudo iremos fazer uma breve andlise do artigo Gustavo e Judith (LIMA; ARA(JJO, 2019) sobre

assunto.

3Nas referéncias disponibilizaremos alguns links que relacionam o MB com o movimento de animais.
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4.2.1 A importancia dos estudos relacionados a temperatura

De acordo Fiorin e Dal Ross (FIORIN; ROSS, ) “a temperatura do solo € um fator de extrema
importancia para o desenvolvimento das plantas, sendo determinado por suas propriedades fisicas,
quimicas e meteoroldgicas”, abaixo listaremos a importincia da temperatura do solo para um bom

desenvolvimento das frutiferas,

* Germinacao das sementes: Quanto menor a temperatura do solo, mais demorada é a germinacao

e a emergencia da cultura.

* Atividade dos microrganismos: Os microrganismos decompositores da matéria organica e
as bactérias do solo captadoras do nitrogénio atmosférico necessitam de temperatura de solo

favordvel para sua atividade benéfica a agricultura.

* Formacao do solo: A temperatura desempenha importante funcio, provocando dilatacdes,

contragdes nas rochas, trincando-as e desintegrando-as para formarem o solo.

* Retencao de agua do solo: Quanto maior a temperatura do solo, maiores e mais rapidas serdo

as perdas de umidade do mesmao.

* Crescimento do sistema radicular: Tem influéncia direta sobre algumas caracteristicas da
planta, entre elas a: resisténcia a seca, eficiéncia na absor¢ao dos nutrientes do solo, tolerancia
ao ataque de pragas do solo, capacidade de germinacao e/ou brotagao, tolerancia a movimentagao

de méquinas, entre outros.

4.2.2 Como a Equacao do calor se relaciona com a Variacao de Temperatura
do Solo

Todas as informagcdes nesta subsecio foram tirada do artigo do Gustavo e Judith (LIMA; ARAUJO,
2019). O principal problema do trabalho € associagao do problema do céalculo da variacdao da tempe-
ratura do solo em rela¢do a superficie com a condugado do calor. Onde ele € descrito pela equagdo do
calor em uma barra semi-infinita e com a extremidade em x = 0 na superficie, a barra considerada é
isolada termicamente em suas laterais e a sua equacdo € a equagao do calor que ja conhecemos,

du du

—=K— rteR 0
or  tol '€ XU

no problema, temos que u = u(x,t) é o responsavel por nos dizer como a temperatura esté distribuida
em um instante t dado em segundos, a varidvel x representa a profundidade em centimetros, K € a
difusividade térmica no sistema de Centimetro-Grama-Segundo (CGS) e o problema foi submetido a

seguinte condi¢cdo de contorno,

u(0,1) = f(t)
A fungdo f(r) é periddica e com periodo 7. O motivo pelo qual a fungdo f(¢) é periddica se deve
porque a temperatura na superficie do solo, pode se repetir € também para que a mesma possa ser

escrita em termos da série de Fourier.
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Depois de analisar o fluxo do calor, com o desenvolvimento da equacao do calor juntamente com
as condicdes de contorno, eles conseguiram observar que o plantio de sementes em geral € feita
nas camadas mais superficiais do solo, pois as variacdoes da temperatura da superficie, durante o
periodo de um dia, pouco afetam a temperatura do solo a profundidades maiores, afetando apenas
sua camada mais superficial (LIMA; ARAUJO, 2019). Como pode ser observado na Figura 4.2.,

30 om =
40 om

g T h [ =

Figura 4.2: Fluxo do calor por niveis de temperatura. Fonte: Aratjo e Lima (2018).

o fluxo de calor é bastante varidvel em menores profundidas, como na superficie e até os 10cm de
profundidade. Porém, quase ndo h4 fluxo em niveis mais profundos, como a partir dos 30 cm. Esse
exemplo de aplicagdo reforca a relevéncia do modelo matemético que foi objeto deste trabalho, a

Equacao Diferencial Parcial do Calor.
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Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo deste trabalho foi realizar uma pesquisa baseada em artigos cientificos e livros de
como podemos deduzir a equag@o do calor usando a Lei de Resfriamento de Fourier. A escolha
dessa Equagdo Cldssica fol porque a mesma € uma importante equacao diferencial, que descreve a
distribuicdo de calor em uma determinada regido ao longo de um tempo t. A equagao do calor é
responsdvel por modelar o fendmeno de conducdo do calor que ocorre em intimeras aplicagdes de
engenharia e pode ser analisado usando diferentes métodos analiticos € numéricos.

O primeiro passo do trabalho foi revisar as EDPs de segunda ordem, que € uns dos assuntos
que antecede os estudos da equacdo do calor. O fato de focarmos em EDPs de segunda ordem se
d4 pela razao da equacgdo do calor ser uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem. Nesse
topico também foi falado sobre a conceituacdo das equacdes diferenciais parciais, bem como as
suas classificagdes. Fundamentalmente as EDPs de segunda ordem sdo classificadas em trés tipos:
Elipticas, Parabdlicas e Hiperbdlicas. Essa classificacdo representa no ponto de vista fisico o estado
estaciondrio (para as EDPs elipticas), processos de difusdo (para as parabdlicas) e a propagacado da
onda (hiperbdlicas). Depois falamos brevemente sobre funcdes ortogonais e seus principais topicos.
E, por fim, falamos das séries de Fourier, sendo o pré-requisito mais importante para deduzirmos a
equagdo do calor como também para a sua resolucao

Posteriormente, foi estudado alguns conceitos fisicos para facilitar nosso entendimento sobre a
equagao do calor e também no processo de dedu¢do. Comecamos pela equagdo fundamental da
calorimetria, que € a responsavel por mostrar que a quantidade de calor de um corpo relaciona-se
com a massa (m) e com a variacao de temperatura sofrida pela substancia (A;). Ou seja, ela tem por
finalidade definir a quantidade de calor que um corpo precisa absorver ou perder para sofrer alteracao
em sua temperatura. Em seguida, foi falado como ocorre o processo de transferéncia de calor de um
corpo para o outro, evidenciando os trés diferentes processos que pode ocorrer a transferéncia.

No capitulo seguinte foi deduzido a equagdo do calor, considerando uma barra de comprimento
L e secdo transversal A. A dedugdo da equacdo é feita de modo bem explicativa e considerando
todos os passos que estdo no livro do Boyce e Diprima (BOYCE; DIPRIMA, 2015) sobre equacdes
diferenciais parciais. Depois de chegarmos na equacao do calor, falamos do principal problema que
envolve a condugio do calor, pois € preciso achar u(x,?) que seja capaz de satisfazer a equagdo do

calor e para resolver esse problema € necessdrio considerar as condi¢des iniciais e de fronteira, o qual
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foi o tema do nosso proximo capitulo.

Ap0s falarmos sobre condicdes iniciais e de fronteira, iniciamos nosso estudo sobre a resolugao da
equacgao unidimensional do calor. Utilizamos o método de separagdo de varidveis para a sua resolucao
e considerando as condig¢des de fronteira de Dirichlet, Neumann e Dirichlet-Neumann (Robin). E, por
fim, falamos sobre a importancia da equacao do calor em que o principal objetivo desse capitulo foi
mostrar a importancia da equagdo do calor.

Portanto, através da equacdo do calor, que € uma consequéncia da lei de resfriamento de Jean
Baptiste Joseph Fourier, nos possibilitou inimeras aplicacoes em diversas dreas. A aplicabilidade da
equacgdo do calor nos permitiu desfrutar de varios avangos tecnoldgicos e cientificos. Confirmando
novamente a importancia do desenvolvimento, descobertas e estudos de trabalhos cientificos. Antes
de chegar na sua obra “Teoria Analitica do Calor” Joseph Fourier admitiu diferentes concepcoes e
conjecturas que foram sendo gradualmente modificadas a partir de novos estudos e descobertas, com
esse exemplo percebemos que a ciéncia como um todo, tem uma natureza muita humana, pois no
decorrer de uma formulacdo de uma teoria, teorema ou experimentos cientificos ndo caminhamos
em uma linha reta e plana até o sucesso, na grande maioria das vezes nos deparamos com duvidas,
hipdteses erradas e o medo de errar. Refletir sobre esses elementos nos ajuda enxergar a ciéncia como
algo mais proximo da realidade, possibilitando aos estudante a chance de errar e prosseguir, pois é

assim que nascem os “herdis” da ciéncia.
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Apeéndice A

Script do Octave Para Grafico de u(x,7) com

Condicao de Dirichlet

W -1 oy o W o

Gl
clear
n=input (

q.-.-.aux(_ bo%
z=zeros(q, g
s=zeros(l,n); %gera u
[mx, mt]=meshgrid(x, t);
for i=1:gq %calcula a imagem para cada par (x,t) através da série de
for j=l:qg
s5=U7
for k=1:n %Calcula o valor de cada termc da soma parcial

sn=0;
sn=((1-(-1)"k)/(k"3)) *e {(=k"2*pi~2*L (j) ) *sin(k*pi*x(i)) s
s=s+sn; %quando k=n, s contém a imagem de t para cada t intervalo
end

z(i,J)=(4/pi”3)*s; %atribuindo a imagem para cada walor de t
end
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end

surf {mt; mx, =) co

xlabel ( ) b4

yvlabel ( ) y

zlabel ( ) : z

title( ) %Titulo do grafico

print -djpeg Dirichletn50.jpg %Gera figura em jpeg



Apéndice B

Script do Octave Para Grafico de u(x,t) com

Condicao de Neumann

1 cle

2 clear

3 n=input ( )
4 L

5

i L : :L;

8 t;

9 rua

0 aux=size(t):;

5 B g=aux(2) ; %¢

12 z=zeros (q,q);

13 s=zeros(l,n);

14 [mx,mt]=meshgrid(x,t);

15 for i o] r

16 for j He|

17 5 H

18 for k=1:n

19 sn=0;

20 sn= ( (k*2) ) * (e* (-4*k"2*p17*2*t(]) ) ) *cos (2*k*pi*x(1i));
21 s=s+sn; r m de t

22 end

23 z(1,]J)=( )={1l/pi®2)*5;

24 end

25 end

26 surf (mx, mt, z)

27 xlabel ( )

28 ylabel ( )

29 zlabel ( )

30 title{ )

LEL print -djpeg neumannb0a.jpg
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Apeéndice C

Script do Octave Para Grafico de u(x,t) com

Condic¢ao de Robin

[+« JNCS e RN ¥ T VI AN I
ct
Il
[

x=t i
aux=size (t);3d e 1ini e
9 g=aux(2) ; $escolh e é e 1 e

10 z=zeros (g, q) ; scria | 1
41 i s=zeros(l,n):; gera um vetor de zeros com n elementos

12 [mx,mt]=meshgrid(x,t);

13 for i=l:q %calcula a imagem para cada par (%,t) através da série de Fourier
14 for j=1l:q

18 g
sn=((((-1)*~(k+1))/((2*k=-1)"2) ) *e~ (= ((((2*k-1) *pi) /2*L)~2) *t (j) ) *sin((((2*k-1) *pi) / (2a
*L))*x (1)) )

19 s=s+sn; %quando k=n, s contém a imagem de t para cada t intervalo

20 end

21 z(i,j)=((8*L) /pi*2) *s; %atribuindo a imagem para cada valor de t

22 end

23 end

24 surf (mx, mt, z) %p

25 xlabel ( )

26 ylabel ( )

27 zlabel ( ) e la do eixo

28 title( ) Titulo do grafico

29 print -djpeg robin.jpg %*Gera figura em jpeg




