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Resumo

O surgimento dos processos de integracao foi fundamental para o desenvolvimento de
diversas areas das ciéncias exatas e para resolucao de diversos problemas nas ciéncias
puras e aplicadas. Nesse sentido esse trabalho trata de apresentar uma parte das ideias por
tras desse processo fazendo uma breve descricao histérica dos principais matematicos que
contribuiram para a teoria da integracao desde Arquimedes até Lebesgue. Focaremos aqui
nos fundamentos por tras das ideias da teoria de integracao de Riemann e de Lebesgue
mostrando que a segunda teoria abrange a primeira e que sana as deficiéncias da primeira
expandido a classe de funcoes integraveis. Devida a importancia das ideias de Lebesgue
faremos aqui um resumo dos principais eventos que culminaram em sua descoberta assim

como descreveremos o passo a passo seguido até que sua teoria fosse fundamentada e
difundida.

Palavras-chave: Historia da matematica. Teoria da integracao. Integral de Riemann.

Integral de Lebesgue.



Abstract

The emergence of integration processes was fundamental for the development of several
areas of the exact sciences and for solving several problems in the applied and pure
sciences. In this sense, this work tries to present a part of the ideas behind this process,
making a brief historical description of the main mathematicians who contributed to
the integration theory from Archimedes through Lebesgue. We will focus here on the
fundamentals behind Riemann and Lebesgue’s integration theory ideas showing that the
second theory encompasses and redresses the deficiencies of the first, expanding the class
of integrable functions. Due to the importance of Lebesgue’s ideas, we will summarize
here the main events that culminated in his discovery, as well as describe the step by step

followed until his theory was grounded and disseminated.

Keywords: History of mathematics. Integration theory. Riemann integral. Lebesgue

integral.
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1 INTRODUCAO

Por muitos anos, os matematicos do século XVII tentaram resolver os problemas
referentes ao calculo da tangente em um ponto de uma determinada curva e a area
delimitada por essa curva tratando ambos os problemas de forma isolada. Muitos anos se

passaram para que comecassem a perceber a ligacao entre esses problemas.

Tais problemas foram solucionados na Europa com a contribuicao de varios
matematicos de diversos paises. O Célculo surgiu a partir da resolugao dos problemas
citados acima e se tornou uma ferramenta fundamental para a resolucao de diversos
problemas reais. Muitas controvérsias surgiram ao se tentar definir qual matematico teria
sido o precursor na descoberta do Calculo e, apés um longo periodo de discordancia, ficou

claro que dois mateméticos fizeram essa descoberta de forma independente.

A descoberta da forma como esses problemas se relacionavam foi o cerne para
a descoberta do Célculo Diferencial e Integral, que teve seus precursores em Gottfried
Wilhelm Leibniz e Isaac Newton. Ambos os matematicos nao foram exatamente os criadores
do Calculo, mas sim, os matematicos que conseguiram formalizar os conceitos da teoria da
integracao e diferenciacdo e, por isso, podem ser chamados de precursores. O Calculo sofreu
a influéncia de diversos matematicos e teve sua formalizagao e principais transformacoes
entre os séculos XVII e XX. No entanto, seu inicio, por assim dizer, teve suas raizes no

uso do Método da Exaustao creditado a Eudoxo de Cnido.

Acreditava-se que a integral de Riemann resolveria os principais problemas do
século XIX e que os casos em que essa integral nao se aplicava eram considerados casos
nao criticos, e por isso, ndo houve muita preocupacao em soluciona-los. Mas com a era do
rigor matematico, liderada principalmente pelo matemético alemao Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass, comecou o estudo das fungoes patoldgicas, que acabaram por demonstrar a
fragilidade da integral de Riemann. Esse problema seria resolvido pelo mateméatico Henri
Lebesgue, em 1902, com sua tese de doutorado em que propunha uma nova forma de
definir o processo de integracao por meio dos conceitos da Teoria da Medida - um assunto

pouco difundido até entdo - baseados nos trabalhos de Camille Jordan e Emille Borel.

Faremos, nesse trabalho, a apresentacao resumida da parte histérica da evolugao
do conceito de integral, desde seu principio com o Método da Exaustao, idealizado por
Eudoxo e aperfeicoado por Arquimedes, até a integral de Lebesgue baseada na Teoria da
Medida. Devido a importancia do Céalculo Diferencial e Integral na resolucao de problemas
reais e suas aplicacoes nas diversas areas das ciéncias, propomos esse trabalho com o
objetivo de mostrar o contexto do seu surgimento e, também, apresentar a integral de

Lebesgue que, apesar da sua importanica fundamental, é pouca conhecida dos estudantes
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em geral.

Sendo assim, dividiremos esse trabalho da seguinte forma: no Capitulo 1, des-
creveremos uma versao resumida da parte histérica do desenvolvimento do Calculo citando
alguns dos muitos matematicos que contribuiram para essa area; no capitulo 2, trataremos
dos aspectos matematicos dos trabalhos de Cauchy e Riemann no desenvolvimento das
suas nogoes de integral; e, no ultimo capitulo, faremos a apresentacao dos principais
elementos necessarios para o entendimento da integral de Lebesgue apresentando, por fim,

uma comparagao entre as integrais de Riemann e de Lebesgue.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

Faremos aqui uma breve apresentacao historica situando os principais matema-
ticos e suas contribui¢oes para o desenvolvimento da teoria de integragao, desde a criacao

do Método da Exaustao, até chegar as ideias de Henri Lebesgue.

2.1 Antes de Cauchy

2.1.1 Arquimedes de Siracusa

Figura 1 — Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a.C.)

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/arquimedes.htm. Acesso em: 25 nov. 2019.

Arquimedes de Siracusa, Figura 1, é, sem duvida, um dos primeiros grandes
génios a emprestar seu talento para a construcao de algumas ferramentas que viriam a se
tornar as bases do desenvolvimento do Célculo. Segundo (EVES, 2011, p. 192)

Arquimedes, natural da cidade grega de Siracusa, situada na ilha da
Sicilia, figura entre os maiores matematicos de todos os tempos e certa-
mente foi o maior da Antiguidade. Nasceu por volta de 287 a.C. e morreu
durante o saque de Siracusa em 212 a.C. Era filho de um astrénomo e
desfrutava de alto prestigio junto ao rei Hierdo (de quem talvez fosse
parente).

Os trabalhos de Arquimedes contribuiram nao s6 para o desenvolvimento da Matematica,
mas também para a Hidrostatica, a Astronomia, e suas cria¢gbes de uso no dia a dia
ajudaram a facilitar muitos trabalhos arduos. A capacidade criativa de Arquimedes era
admirada nao sé pelos gregos. Segundo (EVES, 2011), durante o cerco a cidade de Siracusa
realizado pelos romanos sob o comando do general Marcelo, os inventos de Arquimedes
ajudaram a cidade a permanecer uma fortaleza impenetravel por trés anos, gracgas as

catapultas méveis com alcance ajustavel e guindastes que icavam os navios.
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Durante a invasao, conta-se que Arquimedes foi atravessado por uma langa e
faleceu. O general Marcelo ficou tao impressionado com a capacidade criativa do génio por
tras das catapultas e dos guindastes que queria conhecé-lo ordenando que sua vida fosse
poupada. Ao saber da sua morte, mandou enterra-lo com as honras e o respeito de um
heréi.

Durante a sua vida, Arquimedes, além de ter contribuido com iniimeros ramos
das ciéncias exatas, também ficou famoso por suas criagdes, como a bomba em formato de
parafuso usada, segundo (EVES, 2011, p.196), “para irrigar os campos, drenar os charcos, e
retirar agua dos poroes dos navios”. De acordo com (BOYER, 1996), Arquimedes contribuiu
para a descoberta do Principio Hidrostdtico, a Lei da Alavanca, conseguiu ainda a medida
do circulo por meio da inscri¢ao de poligonos regulares e duplicando, a cada passo, o niimero
de lados do poligono, a triseccao de um angulo, a obtencao da regiao compreendida por
um segmento parabélico, o volume de um paraboléide, além de ainda, segundo (BOYER,
1996, p.85), “escrever um ntimero maior do que o nimero de graos de areia necessarios

para encher o universo”.

Arquimedes publicou intimeros tratados incluindo, talvez o seu preferido, Sobre
a FEsfera e o Cilindro. Essa predilecao talvez possa ser explicada devido ao fato de
Arquimedes pedir para gravar em seu timulo uma esfera inscrita num cilindro circular reto
de altura igual ao seu didmetro. Apesar de nao ser o criador do Método da Exaustao - um
método que consiste em, dada uma figura cujs area queremos calcular, inscrever nela uma
figura poligonal com um grande ntimero de lados e cuja area seja mais facil de calcular e,
com isso, obter uma boa aproximacao para a area da figura desejada, Arquimedes soube
utilizd-lo com maestria para conseguir resultados extraordinarios. Com o uso desse método
foi possivel descobrir a drea de algumas figuras que nao eram poligonos regulares, uma
aproximacao para o valor de m e obter, com boas aproximacoes, os valores das raizes

quadradas.

Para continuar com essa contextualizagdo historica, avangaremos alguns séculos
na histéria do Célculo para relatar as realizagoes de alguns matemaéticos do século XVII

em diante.

2.1.2 Gottfried Wilhelm Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz, Figura 2, nasceu em Leipzig, em 1646, e ainda
muito novo, aprendeu sozinho Latim e Grego. Foi considerado um dos tltimos sabios a
conseguir conhecimento universal, uma vez que, ainda muito jovem, estudou Teologia,
Direito, Matematica e Filosofia. Aos 12 anos de idade, ja detinha conhecimento de boa
parte da matematica vigente; aos 15, entrou na universidade; aos 17, obteve o grau de

bacharel e, aos 20, lhe foi negado o titulo de doutor em leis.

Apés esse episdédio, mudou-se para Nuremberg, onde conseguiu seu grau de
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Figura 2 — Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br /historia/leibniz.htm. Acesso em: 25 nov. 2019.

doutorado na universidade de Altdorf. Escreveu um ensaio sobre o ensino de leis e, devido
a isso, foi indicado para o cargo de decodificador de estatutos. A partir dai, até o fim da
sua vida, dedicou-se ao servigo diplomatico, primeiro servindo ao eleitor de Mainz e depois

a servico da corte de Hanover.

Devido ao servigo diplomatico, Leibniz viajou por muitos lugares onde teve
a chance de entrar em contato com os mais diferentes cientistas e pesquisadores, como
Huygens e Oldenburg. Antes de se tornar bibliotecario e conselheiro do eleitor de Hanover,
Leibniz ja havia descoberto o Teorema Fundamental do Calculo, muitas das regras de
diferenciacao e definido uma simbologia prépria para o Calculo. A simbologia adotada por
Leibniz é utilizada até hoje. Junto com Otto Mencke, criou a Acta eruditorum, uma revista
na qual publicou muitos dos seus artigos. Seus tltimos anos de vida foram marcados pela

polémica envolvendo Isaac Newton, sobre qual dos dois havia sido o precursor do Calculo.

Essa divergéncia dividiu os matématicos da época que, em sua maioria, apoioram
Newton, de modo que por muitos anos, ficou proibido o uso da simbologia adotada por
Leibniz. Hoje, sabe-se que ambos desenvolveram o Célculo, cada qual a seu modo, e que

Leibniz foi mais feliz ao escolher de forma cuidosa sua simbologia.

2.1.3 Isaac Newton

Isaac Newton, Figura 3, nasceu em Woolsthorpe, Lincolnshire, em 1642. O
pai de Newton morreu antes do seu nascimento e, apés sua mae se casar novamente, foi
criado pela avo e, gragas a percep¢ao de um tio que detectou o seu talento incomum para

a Matematica, foi estudar no Trinity College.

No comecgo dos seus estudos, Newton nao apresentou caracteristica alguma

comum de um grande génio mas, apds alguns anos de estudo, sua vida se cercou de grandes
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Figura 3 — Sir Isaac Newton (1642-1727)

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br /historia/newton.htm. Acesso em: 25 nov. 2019.

descobertas. Dentre essas descobertas notaveis, temos: o Teorema Binomial, o Céalculo, a
Lei da Gravitacao e a Natureza das cores, que se supoem terem sido descobertas durante o
periodo da peste em que o Trinity College ficou fechado. Ao que tudo indica, essa historia
nao é verdadeira, e foi contada por Newton para lhe garantir o pioneirismo na descoberta
do Calculo.

A principio, Newton se interessava por Quimica mas, ao ler um livro de
astrologia, voltou seu interesse para a Matematica. Leu Os Elementos de Euclides, La
géométrie de Descartes, Clavis de Oughtred, os trabalhos de Kepler e Viéte e Arithmetica
infinitorum de Wallis. Apds essas leituras, Newton comegou a desenvolver sua propria
matematica descobrindo o Teorema Binomial Generalizado e criando o método dos fluxos
— 0 atual Célculo. Newton publicou um artigo sobre Optica e, apés uma imensa polémica,
quase desistiu de publicar outros estudos. Anos mais tarde, voltaria a estar em outra

polémica, agora com Leibniz, sobre quem seria o precursor na criagao do Célculo.

Newton nao possuia o costume de publicar os artigos da sua autoria, e muitas
das suas descobertas foram publicadas gragas ao apoio dos seus amigos com quem ele

costumava manter correspondéncia. Segundo (EVES, 2011, p. 438):

Todas as importantes publicagoes de Newton, exceto os Principia, s6
apareceram anos depois de o autor descobrir seus conteiidos e quase
sempre por pressao de amigos. As datas de publicacao dessas obras, em
ordem cronolégica, sao: Principia, 1687; Opticks, com dois apéndices,
Cubic Curves e Quadrature and Rectifiction of Curves by the Use of
Infinite Series, 1704; Arithmetica universalis, 1707; Analysis per series,
Fluziones etc. e Methodus differentialis, 1711; Lectiones opticae, 1729; e
The Method of Fluxions and Infinite Series, traduzido do original latino
de Newton por J. Colson, em 1736.

Newton desenvolveu seu Calculo antes de Leibniz, mas foi o ultimo a publicar, e isso o
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envolveu na polémica ja mencionada. Seu trabalho envolvia muitos temas desconhecidos

dos matematicos da época e, além disso, a escolha da sua simbologia tornou seu trabalho

de dificil entendimento.

2.2 A contribuicdo de Cauchy

Figura 4 — Agustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br /historia/cauchy.htm. Acesso em: 25 nov. 2019.

O matematico francés Augustin-Louis Cauchy, Figura 4, nasceu em 1789, em
Paris, e teve a primeira educacao fornecida por seu pai, que tinha como amigos Lagrange
e Laplace. Devido a recomendacao de Lagrange, Cauchy estudou linguas classicas por
dois anos na Ecole Centrale du Panthéon, antes de iniciar seus estudos em Matemética.
Estudou na Ecole Polytechnique e na Ecola des Ponts et Chaussées, a fim de se tornar
engenheiro civil, mas foi convencido por Langrange e Laplace a desistir dessa carreira e se
dedicar a matematica.

No século XIX, havia um movimento que tentava trazer maior rigor para a
Anélise Matematica. Lagrange e Gaus foram participantes desse movimento, e Cauchy,
considerado um dos maiores analistas do século XIX, contribuiu ampliando e aprofundando

esse tema. Dentre as indmeras contribui¢oes dadas por Cauchy (EVES, 2011, p. 531),
escreve:

As numerosas contribui¢oes de Cauchy a matemédtica avangada incluem
pesquisas em convergéncia e divergéncia de séries infinitas, teoria das fun-
¢Oes reais e complexas, equacoes diferenciais, determinantes, probalilidade
e fisica-matematica.

Cauchy publicou intimeras obras incluindo livros, artigos, a ponto de se igualar a Euler em
quantidade de material produzido nos mais diversos campos da Matematica e da Fisica.
Dentre seus livros, temos: Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique, 1821; Résumé des

lecons sur le calcul infinitésimal, 1823, e Legcons sur le calcil différentiel, 1829; nesses livros,
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sistematizou o Célculo formalizando o conceito de limite e definindo a integral por meio
do limite da soma de um conjunto infinitamente crescente de partes que tendem para zero

segundo (EVES, 2011, p. 532).

Ao definir a nocao de integral em termos de limites de somas a esquerda,
em vez de uma antiderivada, Cauchy pdde definir o processo de integragdo de forma
independente do processo de derivagao. Isso ja representava um marco historico, uma vez
que era comum definir ambos os processos como sendo um apéndice do outro. Cauchy
utilizava a continuidade de uma fungao como parametro para garantir sua integrabilidade,
mas também definiu a integral para fungdes que apresentam um niimero finito de pontos
de descontinuidade. Essa classe de func¢oes ainda era bem restrita. No entanto, dois
matematicos — George Riemann e Henri Lebesgue — iriam fazer uma ampliacao na classe
de fungbes integraveis, e o trabalho de Cauchy serviu de base para que essas novas teorias

de integragao viessem a existir, e veremos isso com mais detalhes na proxima secao.

2.3 De Cauchy a Riemann

Figura 5 — Georg F. B. Riemann (1826-1866)

Fonte: http://ecalculo.if.usp.br/historia/riemann.htm. Acesso em: 25 nov. 2019.

Georg Friedrich Bernhard Riemann, Figura 5, nasceu em 1826, nos arredores de
Hanover, e faleceu em 1866, na Italia, vitima de uma tuberculose, para onde foi a procura de
uma melhora para sua saide. Riemann nasceu fragil e de poucas posses. Mesmo assim, seu
pai, um pastor luterano, conseguiu lhe fornecer boa educacao estudando na Universidade
de Berlim e depois na de Gottingen. Na Universdade de Gottingen,foi aluno de Johann
Carl Friedrich Gauss, e obteve seu doutorado sob sua orientacao. Na Universidade de
Berlim, Riemann teve como mentor o mateméatco alemao Johann Peter Gustav Lejeune

Dirichlet, que exerceu grandes influéncias sobre a vida académica de Riemann a ponto
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de, ao realizar um exame para conseguir uma vaga equivalente ao de professor titular no
Brasil, se propoe a estudar a representacao de fung¢oes por meio de séries trigonométricas —

uma area de estudo do seu mentor.

Durante sua estadia na Universidade de Gottingen, Riemann viria a substituir
seu mestre Dirichlet, que antes ja havia substituido Gauss. Doutorou-se na Universidade
de Gottingen com uma tese na area de fungdes complexas, onde podem ser encontrados as
equagoes diferenciais de Cauchy-Riemann e o conceito de superficie de Riemann. Contribuiu
para teoria da integracao, ao tornar mais claro o conceito de integrabilidade, o que abriria
caminho para que mais tarde outros matematicos expandissem o conceito de integracao
aumentando a classe de fungbes integraveis. Ao conseguir o cargo equivalente a professor
titular, Riemann conseguiu as condic¢oes financeiras suficientes para poder se dedicar a

Matematica, no entanto isso duraria poucos anos, pois viria a falecer.

Dentre suas contribuicoes para a Fisica, podemos citar o fato de ser um dos
primeiros a dar um tratamento matematico para as ondas de choque. Em Matematica,
contribuiu com sua famosa func¢do zeta de Riemann e conjectura a associada a ela.
Contribuiu ainda para a Geometria, a Teoria dos Numeros e, finalmente, a Anélise
surgindo com conceitos como o de curvatura de um espago riemanniano, que seria utilizado
nas teorias de Einstein sobre relatividade geral. Em Anadlise, contribuiu com os estudos

sobre as equacoes de Cauchy-Riemann e com o refinamento dado ao conceito de integral.

Riemann utilizou os trabalhos de Cauchy como base, e foi além, ao expandir
as classes de fungoes integraveis. Sua teoria de integracao foi considerada por muitos
matematicos como o apice da Matematica do século XIX, e seu trabalho foi a ferramenta
para a solucao de diversos problemas e, por isso, obteve uma grande aceitacao e se expandiu
para as mais diversas partes, sendo utilizada inclusive nos dias de hoje na maioria dos

cursos universitarios, a ponto de ter uma integral que leva seu nome.

2.4 Lebesgue - Uma nova abordagem para a integracao

Henri Léon Lebesgue, Figura 6, nasceu na cidade de Beauvais, na Franca, no
ano de 1875, e morreu em Paris, em 1941. Era filho de uma professora e de um tipdgrafo
e, durante sua vida, estudou no Collége Beauvais, em sua cidade natal, e depois de mudar

para Paris, estudou no Liceu Saint Louis e no Louis-le-Grand.

Anos mais tarde, receberia o titulo de professor de Matematica pela Ecole
Normale Supérieure, em 1894. Logo apos, se tornou professor no Lycée Centrale, onde
lecionou até 1902, ano em que publicou sua tese de doutorado intitulada Integraile, Lougueur,

Aire, que mostrava uma nova forma de definir a Teoria da Integracao.

Antes de publicar sua tese em 1902, Lebesgue langou, em 1901, seu famoso

artigo Generalization Définie Sur une de I’Intégrale, em que anunciava seus estudos sobre
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Fonte: http://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lebesgue.html. Acesso em: 25 nov. 2019.

integracao trazendo iniimeras afirmagoes e postulados que seriam demonstrados um ano
depois. A ideia de Lebesgue era criar uma nova definicado de integral que, além de suprir

as deficiéncias da integral de Riemann iria conté-la como caso particular.

Lebesgue baseou-se nos trabalhos de Camille Jordan e Emile Borel para sua
definicao de medida e,por meio dela, definiu sua integral. No inicio, seu trabalho foi
duramente criticado por seus colegas, a ponto de gerar dividas até mesmo no préprio

Lebesgue sobre a validez e generalidade da sua teoria.

Os dois pontos fracos da integral de Riemann sao o tratamento dado a fungoes
com um nimero infinito de pontos de descontinuidade e o fato de que seria interessante se
houvesse a alternancia entre o limite e o sinal de integral, o que nem sempre acontece. Um
dos pontapés iniciais para o estudo de Lebesgue foi o surgimento das fungoes patoldgicas —
fungbes que algumas vezes eram continuas, mas nao apresentam derivadas em nenhum de

seus pontos, ou entao funcgoes cuja derivada nao era integravel.

O estudo de tais fung¢oes preocupava iniimeros matematicos, inclusive Henri
Poincaré, que afirmou que tal estudo, além de desviar os jovens da resolucao de problemas
recorrentes para a época, ainda servia apenas para criar fung¢oes que invalidavam teorias
antes muito bem aceitas. No entanto, esses fatos mostraram a fragilidade da integral de
Riemann quando se trata de certas fungoes, e gracas ao trabalho de Lebesgue, a classe
de funcgoes integraveis foi ampliada, e atualmente, sua teoria de medida e integracao
encontrou terreno fértil em diversos ramos das ciéncias exatas, por exemplo, nas equagoes
diferenciais, calculo das variagoes, teoria da probabilidade e analise funcional, de acordo

com (COELHO, 2012, p.57).
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2.5 Contribuicoes de outros matematicos

Faremos aqui alguns comentarios sobre outros matematicos que contribuiram
para a Teoria da Integragao utilizando como base as referéncias Boyer (1996), Eves (2011)
e Garcia-Oterro e Baroni (2014). Comegaremos nossa descrigdo com Bonaventura Cavalieri.
Bonaventura Francesco Cavalieri nasceu em Milao, em 1598, tornando-se, ainda jovem,
um jesuado — uma variagdo da ordem dos jesuitas — e se mudando para um convento dessa
ordem tempos depois. Nessa fase, Cavalieri estudou Matematica e teve contato com as

obras de Euclides, se tornando aluno de Galileu tempos depois.

Além disso, Cavalieri se tornou didcono e assistente de cardeal, passando a
ensinar Teologia até o ano de 1629, em que assumiu o posto de professor na Universidade
da Bolonha onde permanceu até sua morte, em 1647. Cavalieri é famoso por seu Método

dos Indivisiveis que remonta a Democrito e Arquimedes.

Cavalieri também é lembrado, principalmente, por seu tratado Geometria
indivisibilibus publicado em 1635, onde apresenta seu famoso método. Outra ferramenta
que leva seu nome sao os Principios de Cavalieri, que constituem uma ferramenta eficiente

para o calculo de areas e volumes.

Dois matemaéticos ingleses podem ser considerados os predecessores de Isaac
Newton. Sao eles: John Wallis e Isaac Barrow. John Wallis nasceu em 1616 e morreu em
1703. Acredita-se que foi um dos primeiros a criar um sistema de ensino para portadores de
deficiéncias auditivas, além de ter escrito sobre diversas areas da Matematica. Foi professor
saviliano de Geometria da Universidade Oxford, e seu uso das séries em Andlise serviu de
base para o matematico Isaac Newton. Wallis foi responsavel pela introdug¢ao do simbolo

de infinito e pela explicacao do significado dos expoentes negativos, fracionérios e zero.

[saac Barrow nasceu em Londres, em 1630, e morreu em 1677, em Cambridge,
onde foi o primeiro professor a assumir a catedra lucasiana, renunciando em 1699, pois
havia aceitado o convite para se tornar capelao de Carlos II, e para seu lugar indicou
o jovem Isaac Newton. Barrow obteve éxito nos estudos sobre Matematica, Teologia,
Astronomia e Fisica. Publicou Lections opticae et geometricae, onde prova o Teorema
Fundamental do Célculo, o que talvez faca de Barrow um dos primeiros a notar os processos

de integragao e derivagao como inversos.

A famosa familia Bernoulli deu grandes contribuigoes para a Matematica no
século XVIII. Dentre os exemplos notaveis, comegaremos com os irmaos Jakob Bernoulli
(1654-1705) e Johann Bernoulli (1667-1748). Ao ver os artigos de Leibniz publicados na
Acta eruditorum, os irmaos logo perceberam o potencial do Célculo e o aplicaram em
diversos problemas. De 1687 em diante, Jakob ocupou o cargo de professor na Universidade
da Basileia. Jakob contribuiu para a Matematica com o uso de coordenadas polares,

a dedugao do raio da curvatura de uma curva plana, o estudo da catenaria, além da
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descoberta da curva em que um corpo cai com velocidade vertical constante — a isdcrona.
Além disso, é creditado a Jakob a Distribuicdo de Bernoulli, o Teorema de Bernoulli, a

FEquacao de Bernoulli, os Numeros de Bernoulli e a Lemniscata de Bernoulli.

Johann Bernoulli também fez grandes contribui¢des para a Matematica. Johann
deu aulas particulares para o marqués de L’Hospital (1661-1704), que publicou, em seu
nome, a famosa Regra de L’Hospital, sendo esse um dos primeiros textos sobre Calculo que
fora publicado. Johann escreveu sobre fenémenos épticos, cdlculo exponencial, determinacao
de trajetérias ortogonais, trigonometria analitica, dentre outros temas. Além disso, Johnan

teve trés filhos — Nicolaus, Daniel e Johann IT — e todos se tornaram grandes matematicos.

O matematico suico Leonhard Euler nasceu na Basileia, em 1707, e morreu
subitamente, em 1783. Euler ficou cego de um olho em 1735, e algum tempo depois, sofreu
cegueira total, o que talvez explique a forma como aparece em seus retratos. Apesar dessas
infelicidades, Euler ainda continuou muito produtivo, chegando a um total de 530 trabalhos
publicados ainda em vida. Além disso, teve 13 filhos, dos quais o mais velho conseguiu
algum reconhecimento em fisica. Um fato interessante é que apesar de grande matematico,
Euler nunca ocupou um cargo de professor. Euler era considerado de personalidade simples
e modesta, e suas publicacoes abrangem praticamente todos os campos da Matematica
e incluem também outras areas, como a Fisica, além disso possuia conhecimentos sobre
Astronomia, Quimica, Teologia, Botanica, Medicina e linguas orientais segundo (EVES,
2011, p.474).

Dentre as muitas contribuicoes de Euler, podemos citar as inimeras simbologias
inseridas por Euler, como f(z) para fungdes, e para a base dos logaritmos naturais, ¢ para
a unidade imagindria e Y. para somatérios. Muitas ferramentas matematicas levam o nome
de Euler, por exemplo, a reta de Fuler, o método de Fuler, o Teorema de Fuler, a funcdo
¢ de Euler. H4 a famosa equacao de Euler e = cos(z) + isen(z), que produz resultados

como €™ + 1 = 0, uma relacdo que apresenta alguns dos famosos simbolos mateméaticos.

Outro grande matematico, considerado juntamente com Euler como um dos
maiores do século XVIII, foi Joseph Louis Lagrange, nascido em Turim, em 1736, e falecido
em 1813. Nascido em uma familia abastada, Lagrange comegou sua carreira muito novo,
vindo substituir Euler na Academia de Berlim e, tempos depois, assumiu uma catedra na
Escola Normal, e mais adiante, na Escola Politécnica de Paris. O trabalho de Lagrange
teve influéncia profunda nos matematicos posteriores. Lagrange foi um dos primeiros a
querer dar maior rigor aos fundamentos da Analise. Dentre as varias areas que tiveram a
contribuicdo de Lagrange, podemos citar a Probabilidade, a Teoria dos Numeros, a Teoria

das Fungoes, a Mecanica Celeste, as Equacoes Diferenciais e a Mecanica dos Fluidos.

O matematico alemao Karl Theodor Wilhelm Weierstrass nasceu em 1815,
em Ostefel, e morreu em 1897, em Berlim. Estudou Matematica por si s6 e, devido

ao cargo do seu pai com o servico de impostos, acabou estudando leis e financas. Foi
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professor secundario e professor da Universidade de Berlim. Apéds esse periodo, Weierstrass
dedicou-se a Matematica avancada e sob influéncia de seu professor Guderman, estudou o
conceito de convergéncia de séries. Weierstrass é considerado um dos principais defensores
do rigor aplicado nos principios da Analise, sendo reconhecido pelo uso dos € e § nas
demonstragoes formais envolvendo o estudo de fungoes e séries. Weierstrass também é
famoso por mostrar um exemplo de um fun¢do continua sem derivada em ponto algum — a

funcao de Weierstrass.
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3 ASPECTOS MATEMATICOS DAS TEORIAS DE CAUCHY E RIEMANN

3.1 A Integral de Cauchy

No século XVIII, surgiram davidas quanto ao uso dos processos de derivagao.
Por exemplo, o matematio francés Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830), em 1822,

precisava determinar os coeficientes:

a, = i f(x) cos(nz)dz e b, = 1 /_: f(z) sen(nzx)dx

. T

da sua expansao de funcgoes arbitrarias via séries trigonométricas e, para isso, notou que
o uso do Calculo Diferencial era inadequado. Logo, seu foco se voltaria para o calculo

integral.

Em seus estudos sobre séries trigonométricas, Fourier levantou a seguinte
b

hipdtese: “seria possivel definir / f(z)dz para uma fungdo arbitraria f?” Cauchy tentaria
a

responder essa questdao no ano seguinte e, assim como Fourier, comegou a pensar no Calculo

Integral dissociado do Calculo Diferencial.

Cauchy fez avancos significativos ao tornar o Célculo Integral independente
do Célculo Diferencial. Era costume para a época entender ambos os calculos de forma
vinculada. Essa visao advinha principalmente das ideias de Newton. No entanto, Cauchy
seguiu a linha de pensamento mais préxima as ideias de Leibniz, mais ligada a ideia
de entender o Calculo Integral como um somatorio que tende a um limite e, com isso,
conseguiu desvencilhar o Calculo Integral do Célculo Diferencial. Os trabalhos de Cauchy;,
ao definir o calculo integral como um somatério a esquerda, trouxeram um avanco ao
Calculo ao produzir mais precisao e, permitiram a Cauchy definir a continuidade como

uma condi¢ao suficiente para a integrabilidade de uma funcao.

Sejam f(z) uma fungdo continua definida em [a,b] e P = {zg,x1, 22+ , 2}
uma partigao de [a,b] tal que a = xy < 21 < 19 < --+ < x, = b. Definimos S da seguinte

forma:
S = f(xo)(z1 — x0) + f(21) (22 — 1) + f(22) (23 — T2) + - + fTn 1) (T — T 1)

A medida que n cresce, as diferencas entre cada x, e x,,_1 se tornam cada vez
menores, e o valor de S se aproxima de certo limite fixo, que dependerd basicamente da
fungdo f(x) e ndo da parti¢do escolhida. A esse limite que S assume chamamos de integral
definida de Cauchy de f(x) no intervalo (a,b).

Como definiu o Célculo Integral de forma independente do Calculo Diferencial,

restava a Cauchy provar sua ligacao, e ele o fez por meio do Teorema Fundamental do
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Célculo usando como alicerces o Teorema do Valor Médio para as Integrais e a linearidade
entre o processo de integracao e a operacao de soma. Cauchy foi um dos primeiros a
apresentar uma prova rigorosa do Teorema Fundamental do Calculo, e sua defini¢ao de
integral foi utilizada por Riemann anos mais tarde para expandir o processo de integracao

a funcoes mais gerais que as fungoes continuas.

3.2 A Integral de Riemann

Riemann foi outro matematico que se propos a responder ao questionamento
de Fourier sobre que condigOes seriam necessarias para se garantir que uma fungao fosse

integravel. No entanto, Riemann, primeiramente, comecou a esclarecer o que se entendia

b

por / f(z)dz. Para isso, tomemos uma fungao f(z) limitada definida no intervalo [a, ], e
a

sejam

P =A{zg,x1,29- ,xp},coma=1zy <x1 <Xy -+ <xp=0>0,0,=2x,—Tp_1, €€, uma

fracao positiva. Definamos S da seguinte maneira:

S =00 fla+e61) + daf(x1 + €202) + -+ 6 f(Tn_1+ €,6n).

Essa soma depende dos € e  escolhidos, mas se os ¢ se tornarem infinitamente

pequenos e se, indenpendente das escolhas dos € e J, essa soma tender para um valor limite

b
fixo, esse valor serd denominado / f(z)dz.
a

Faltava, agora, definir quais as condi¢oes que uma determinada funcao deveria
satisfazer para ser dita integravel e, para isso, Riemann define, segundo (PALARO, 2006,
p.137), os seguintes critérios:

...Para tanto, considera inicialmente uma funcao f limitada e uma parti-
¢do de [a, b] . Designa por D; a maior oscilagdo da fungéo em [z; —1, z;], ou
seja, a diferenga entre o maior e o menor valor da fungdo nesse intervalo.

b
Entao, para que / f(x)dx exista, a soma 91Dy + 02Ds + -+ + 6, Dy,

deve se tornar infinitamente pequena com o maior subintervalo § da
particdo tendendo a zero, ficando assim estabelecido o primeiro critério
de integrabilidade de Riemann.

O segundo critério de integrabilidade de Riemann ¢ reciproco ao primeiro;
ou seja, se uma funcdo f é sempre limitada, e se, para todos os valores
de § decrescendo indefinidamente, a grandeza total s , dos intervalos nos
quais as oscilagoes da funcao sdo maiores que uma quantidade o dada,
podendo ser reduzida indefinidamente, a soma S convergira quando todos
os J tenderem a zero.

Na notagao atual, definimos 6; por Az; e f(z;_1 + €9;) por f(&), em que & € [x; 1, x;].
Riemann se baseou na construcao desenvolvida por Cauchy para definir sua integral, por
exemplo, definindo sua integral a partir de uma particao. No entanto, foi mais longe,

conseguindo produzir uma fun¢do descontinua em um subconjunto denso em R, que é
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integravel e, além disso, ampliou a classe das fungoes integraveis muito além das fungoes

continuas.

Atualmente, a integral de Riemann pode ser definida por meio das somas
inferiores e superiores, ou seja, quando a soma inferior e a soma superior tiverem o mesmo
valor, entao a funcao sera dita integravel. Esse conceito foi apresentado pelo matematico
francés Jean-Gaston Darboux (1842 - 1917) em um dos seus trabalhos, sendo um dos
primeiros com o intuito de estender o processo de integracao adotado por Riemann.

Geometricamente as Figuras 7 e 8 exemplificam melhor esses conceitos:

Figura 7 — Soma superior de Darboux

f

d

=Xy Xy % Xn 2% 1%, =D

Fonte: elaborada pelo autor

Figura 8 — Soma inferior de Darboux

y éf
/]

Fonte: elaborada pelo autor

3.3 Bases tedricas da integral de Riemann

As seguintes defini¢oes foram extraidas quase que na integra de (SILVA, 2017,
p.5-6). Algumas modificagoes foram feitas em relacao a simbologia adotada, visando uma

escrita mais simples e concisa.
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Defini¢ao 3.3.1. Um conjunto X C R ¢é limitado se existe ¢ > 0 tal que |z| < ¢, para
todo v € X.

Definicao 3.3.2. Um conjunto X é enumerdvel quando:

1. X ¢ finito; ou
2. Existe uma bijecao f: N — X.

Corolario 3.3.1. Os conjuntos N, Z, Q dos numeros naturais, inteiros e racionais,

respectivamente, sio enumerdveis.
Definicao 3.3.3. Um conjunto X C R ¢é dito compacto se € limitado e fechado.

Definicao 3.3.4. Um subconjunto X C R tem medzda nula se, para todo € > 0, existem
intervalos abertos (I, )nen tais que X C U I, e Zl ) <€, onde l(I,) é o comprimento

n=1 n=1
do intervalo I,,.

Definicao 3.3.5. Diz-se que uma propriedade se verifica em quase todo ponto de um
conjunto X (denota-se q.t.p. em X ) se vale em todo X, exceto em um subconjunto de X
de medida nula.

Definicao 3.3.6. Uma cobertura aberta de um conjunto X C R é uma cole¢io (A;)ier

de conjuntos abertos tais que A C U A;. Dizemos que uma cobertura aberta (A;);er de
n=1

n
A admite subcobertura finita se existem n € N e iq,1s, ...,1, € I tais que A C U Ay, =
j=1

(A, UALU A U UA;).

Definigao 3.3.7. Seja X um subconjunto ndo vazio e limitado de R.

1. Um elemento x € R € cota superior de X se x >y, para todo y € X. Se x <y, para
todo y € X, entao x € dito cota inferior de X.

2. O supremo do conjunto X, denotado por sup X, € a menor das cotas superiores de
X.

3. O infimo do conjunto X, denotado por inf X, € a maior das cotas inferiores de X.

Defini¢ao 3.3.8. Seja f : [a,b] — R wma fungdo limitada definida em um inter-
valo fechado [a,b]. Uma particio P do intervalo [a,b] é um conjunto finito de pontos
To=a<x <Ty<---<x,=0>. Dadas uma funcio f e uma particio P, definimos a

soma superior de f em relacio a P e a soma inferior de f em relacdo a P pelas sequintes

expressoes, respectivamente: S(f, P) ZM r; —xj_1) e s(f,P) ij T;— Ti_1),

onde M; = sup{f(z) 1z € [xj_1,2;]} e m] inf{f(x):z € [:c],l,xj]}.
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Definig¢ao 3.3.9. Seja f : [a,b] — R limitada e seja P ={a =12y <x1 <--- <x, =b}
uma parti¢ao de [a,b]. Definimos ||P|| = max{xy —xg, 22— 1, , Ty —Tyn_1} € chamamos

esse numero de norma da particio P.

Definigao 3.3.10. Sejam P e @ duas parti¢oes do intervalo |a,b|. Dizemos que QQ € um
refinamento de P se o conjunto dos pontos que formam @) contém o conjunto dos pontos
de P.

Definigao 3.3.11. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. A integral superior de f em

b
la, b], que se denota por/ f(x), € o infimo das somas superiores de f em relagao a todas
¢ b
as particoes de [a,b]. A integral inferior de f em [a,b], que se denota por / f(z), é o
supremo das somas inferiores de f em rela¢io a todas as particoes de [a, b). o
s
Definigao 3.3.12. Uma fungao limitada f : [a,b] — R é Riemann-integrdvel se/ flz) =

b
/ f(x). O valor comum das integrais superior e inferior é chamado a integral de f, e se
Ja_

b

denota por/ f(z)dz.

Definig¢ao 3.3.13. Uma fungio f : [a,b] — R € uma funcao escada em [a,b] se existem
uma particio P = {xg,x1,- -+ ,x,} de [a,b], coma =129 <21 <--- <z, =Db, € constantes
C1,C2, -, € R tais que f(x) = ¢y, sex € (xp_1, k), k=1,2,--+  n.

Teorema 3.3.1. Todo subconjunto enumerdvel dos nimeros reais tem medida nula.

Teorema 3.3.2. Seja f: [a,b] = R uma fungao limitada. Entao f é Riemann-integrdvel

se e 56 se o conjunto D(f) dos seus pontos de descontinuidade tem medida nula.

Teorema 3.3.3. (Teorema de Heine-Borel) Toda cobertura aberta de um subconjunto

compacto de R admite subcobertura finita.

Seja [a, b] um intervalo fechado e P = {to,t1,ts,- -+ ,t,} uma parti¢ao de [a, b],
coma =ty <t <ty <--<t, 1 <b=t, em intervalos do tipo (t;_1,t1), e seja
Aty = tp —tr_1, comk =1,2,3,.... Seja f uma funcdo limitada definida em [a, b]. Para

cada particao P de [a, b], definimos:

My =sup{f(z), tp—1 <z <t},

my = inf{f(x), para t,_1 <z <{t},

S(Paf):zn:MkAtka

k=1

8<P, f) = zn: my AN T.
k=1
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Dado que f é limitada, entao existem m e M tais que m < f(z) < M, para

todo = € [a,b]. Como decorréncia desse fato, temos que:

m(b—a) <s(P, f) <SP f)<M(b-—a).

Isso mostra que s(P, f) e S(P, f) formam um conjunto limitado. Com esses

fatos definimos a integral superior e a integral inferior, respectivamente, da seguinte forma:

[ 1) = ing 5P,
[ 1) = sup S(P, ).

Se os valores das integrais superior e inferior sao iguais, entao dizemos que a

b
funcao é integravel a Riemann, e denotaremos seu valor por / f(z)dz.
a

3.4 Limitacdes da integral de Riemann

Por muitos anos, a teoria de integracao de Riemann foi considerada satisfatoria
para a aplicacao em muitos campos e usada na resolugao de iniimeros problemas e, os
casos em que essa teoria nao se aplicava, nao eram considerados criticos. Essa situacao
mudaria com o periodo conhecido como Era do Rigor, em que se buscava trazer maior
rigor a Anélise, evitando o uso excessivo da intuigdo. O matematico alemao Karl Theodor
Wilhelm Weierstrass foi um dos principais expoentes desse movimeto. Além disso, alguns
anos antes, Cauchy ja dava maior énfase nos fundamentos que na aplicacao, em oposicao

aos principais matematicos da época e, por isso, ambos foram duramente criticados.

O estudo da teoria de integracao, assim como das séries trigonométricas, deram
inicio ao estudo e a criagao de fungoes especiais conhecidas como fungoes patologicas,
segundo (BARONI; OTERO-GARCIA, 2014, p.85). Essas fungoes serviram para demons-
trar as deficiéncias do processo de integragao adotado por Riemann, uma vez que, para

Riemann, uma func¢do continua é integravel.

O matemético alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) foi
um dos primeiros a apresentar um exemplo de uma fung¢ao limitada sem derivada em ponto
algum. Tal funcao ficou conhecida funcao de Dirichlet. A fun¢do de Dirichlet é definida do
seguinte modo: Seja D : [0,1] - R :

D(x) 1, seze@
x) = )
0, sexeR-Q

Como o conjunto dos ntimeros racionais ¢ denso, assim como o conjunto dos
numeros irracionais, no conjunto dos niimeros reais entao todas as parti¢oes tomadas terao

supremo igual a 1 e infimo igual a 0; com isso as somas superior e inferior serdao diferentes
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e, portanto, essa funcao nao sera Riemann integravel, mas serda Lebesgue integravel, com
integral igual a zero, uma vez que, por ser enumeravel o conjunto dos nimeros racionais,

terda medida nula.

O proprio Weierstrass apresentou outro exemplo de funcao patolégica. Conta-se
que Bolzano teria construido um exemplo parecido. No entanto, seus trabalhos s6 foram
publicados anos depois de Weierstrass mostrar seu exemplo. A fun¢do de Weierstrass pode

assim ser definida:

flz) = i b" cos(azm),

n=1

3
em que a é impar, b € [0,1) e ab > 1+2—.

m

Outro matematico a dar um exemplo de fun¢do continua sem derivada em
ponto algum foi o matemético alemao Bartel Leendert Van der Waerden (1903-1996). Para

isso, van der Waerden definiu a seguinte funcao:

o0

f) = 3 A1),

n=1

em que {x} define a distancia entre x e o inteiro mais préximo.

O matematico Vito Volterra (1860 - 1940) também forneceu um exemplo de
funcao patolédgica. A funcao apresentada por Volterra tem a propriedade de apresentar
primitiva. No entanto, nao é integravel, no sentido de Riemann. Volterra define a seguinte
funcao:

0, se v €P
oe) = {f(m,a,b) , sex &P’
em que P é um conjunto denso em parte alguma do intervalo (0,1) com medida positiva,
e f(z,a,b) é definida da seguinte forma, segundo (BARONI; OTERO-GARCIA, 2014,
p.106-107):

2. sea < x < x1, em que x; € o maior ponto a direita de a e a esquerda do ponto médio
do intervalo no qual a funcao atinge o valor maximo, entao:

fla)=A= (x—a)Qsenx i a;

3. se x9 < x < b, em que x5 ¢ 0 menor ponto a esquerda de b e a direita do ponto
médio do intervalo no qual a funcao atinge o valor méximo. entao:

f(b) =B = (x—b)2senx i

b;

4. se x1 < x < 9, entdo f(x) é constante e igual a f(z1) = A, = By, = f(x2).

Riemann desenvolveu o Método da Condensagdo de Singularidades para mostrar

0 quao abrangente era sua teoria de integracao. Porém, anos mais tarde, o matematico
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Hermann Hankel (1839 - 1873), aluno de Riemann, mostrou um exemplo de funcao
patologica e ainda aperfeicou o método do seu professor e o usou para construir tais
fungoes. Para isso, Hankel tomava uma fungao que apresentava uma singularidade em
algum ponto e construia uma nova funcao com essa propriedade em um conjunto denso de
pontos.

Hankel conseguiu empregar o método de Riemann, que antes era utilizado para
mostrar sua generalidade, para evidenciar suas falhas. Além disso, a integral apresentava
outro inconveniente que se traduzia no fato da alternancia entre o sinal de integral e o de
limite, ou seja, dada uma sequéncia de fungoes integraveis a Riemann f,, : [a,b] = R, n € N
convergindo pontualmente para f(z) : [a,b] — R, entao espera-se que f(x) seja integravel
a Riemann, e além disso:

/ lim f,(xz)dz= lim /abfn(x)dx:/abf(x)dx.

n— o0 n— oo

Esse resultado s6 é valido para o caso em que a convergéncia é uniforme. Todavia, essa
convergéncia é dificil de ser conseguida, o que traz uma consideravel limitagao para a
integral de Riemann. Essas deficiéncias fizeram surgir a necessidade de uma nova teoria
de integracao que solucionasse tais problemas e que contivesse a teoria de integracao de

Riemann como um caso particular.

A solucao para toda essa problemética surgiu quando o matematico francés
Henri Lebesgue publicou, em 1901, um artigo antecipando os resultados da sua tese de
doutorado, que seria apresentada no ano seguinte. Falaremos mais disso no capitulo que se

segue.
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4 INTEGRAL DE LEBESGUE

Existem, de acordo com (RUDIN, 1976), varias abordagens para a construgao
da teoria de integracao de Lebesgue. Atualmente, h4 um bom nimero de bibliografias em
portugués sobre o tema. A titulo de exemplo ha (ISNARD, 2009) e (MARQUES, 2009).

Nesse capitulo, vamos seguir o roteiro de Rudin *

e, salvo mencao em contrario, todos
os resultados aqui apresentados sdo baseados nessa obra, que é uma referéncia classica
no idioma inglés sobre o assunto Analise Matematica. Uma coincidéncia, no entanto, as
diversas abordagens, ¢ a de que a construgao se da, basicamente, em trés etapas. Primeiro,
é estabelecida a integrabilidade das funcaos simples. Em seguida, a integrabilidade das
funcoes positivas, e apds, critérios de integrabilidade para funcoes quaisquer. E essa linha
que seguiremos com a construcao. O texto é baseado nas notas de aulas preparadas pelo
professor Edson Luiz Kraemer, quando cursou a disciplina de Andlise no R™ no programa

de mestrado, em 2001.

Vale mencionar que essa construgao ¢ extremamente técnica, e muitos detalhes
nao sao compreeendidos, a nao ser com uma leitura demorada e acompanhada de varias
exemplificagoes. Diferentemente da integracao no sentido de Riemann, que é amplamente
conhecida e ensinada em cursos regulares em nivel de graduacgao, a integral de Lebesgue ¢é

bastante mais abstrata, e sua plena compreensao exige uma boa dose de estudo e reflexao.

Quanto as defini¢cOes necessarias para essa construcao, todas serao dadas ao
longo do texto, a medida que se fizerem necessarias. Dessa forma, a leitura podera fluir

naturalmente, sem necessidade de se retroagir muitas vezes.

Um fato que ficara evidente na leitura é que, na construcao da sua teoria de
integracao, Lebesgue se baseia em dois conceitos primordiais, que sdo a no¢ao de medida de
conjunto e convergéncia de sequéncias de fungdes. Além disso, diferentemente da integral de
Riemann, nao existe uma versao sequndo Lebesgue para o métodos classicos de integragao.
Isso decorre do fato de que aquelas fungoes que ja eram integraveis segundo Riemann
continuarao sendo integraveis no novo sentido (pelos mesmos métodos) e, aquelas que nao

o eram, sua integragao (ou mensuragao) dependerd da funcao envolvida.

Nao é nosso objetivo aqui dar a entender que dominamos o assunto, mas que
tivemos um contato com ele para minimamente entender as ideias que foram seguidas por
Lebesgue, assim como compreender os aspectos geométricos da sua teoria, especialmente
quando se trata das fungodes que sdao integraveis segundo Riemann, além de Lebesgue

integraveis.

1O livro Pinciples of Analisys Mathematical, em sua 1? edicdo, foi traduzido para o portugués na década

de 1970, mas seus exemplares sdo raros.
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4.1 A Integral de Lebesgue de uma funcao simples

Para formalizar o conceito enunciado no titulo dessa se¢ao, comecamos definindo

o que é uma o-algebra de conjuntos.

Definicao 4.1.1. Dado um conjunto X qualquer, uma o-dlgebra de subconjuntos de X ¢é
um conjunto A C P(X), sendo P(X) o conjunto das partes de X, tal que sao satisfeitas

as sequintes condigoes:

1. 0 € A;
2. Ee A= (X —FE) e A,

ieN
Essa definicdo pode ser assim explicada. A primeira condicao é 6bvia. A segunda
significa que o complementar de um elemento de A deve também ser elemento de A. Por
fim, a terceira condigdo exige que a reuniao de uma colecao enumeravel de elementos de A

seja um elemento de A

Exemplo 4.1.1. Considere X = R. Os conjuntos A; = P(R) e Ay = {0, R} sao dois

exemplos imediatos de o-algebras de niumeros reais.

Exemplo 4.1.2. Dado um espagco métrico X, a o-dlgebra de Borel é a o-dlgebra B gerada
pelo conjunto S = {U C X : U € aberto}. Um subconjunto E C X que pertence a B ¢é

chamado um conjunto Boreliano.

Um fato importante sobre o-algebras é o de que, dado um conjunto S C P(X),
existe uma o-algebra tal que S C A , que é a menor possivel, a saber, a intersecgao de

todas as o-algebras que contém S.

Definigao 4.1.2. Dada uma o-dlgebra A sobre um conjunto X, define-se uma medida em
A como sendo uma fungdo:
p:A— Ry U{+o0}

tal que:

1. p{0} = 0;
1€EN 1€N

2. se{E;}ien€ Ae E;NE; =0 Yi#j tem-se p (U E’l) = Zu(EZ)

Definicio 4.1.3. A tripla (X, A, ) di-se o nome de espago de medida. Um elemento

E € A ¢ dito um conjunto mensurdvel.
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Exemplo 4.1.3. A sequir, apresentamos trés exemplos de espagos de medida. Em cada
caso, considere X um conjunto qualquer (arbitrdrio), A = P(X) a o-dlgebra especificada

sobre X, £ € A um elemento da o-dlgebra, e p a medida definida sobre A.

0, se E=1
+o0, se E#0

Que 1 atende os critérios 1. e 2. da Definigcao 4.1.2, é bastante 6bvio, no caso de 1. e

1. Neste primeiro exemplo, definimos . como seque: u(E) = {

para o sequndo item da defini¢do, observemos que 0o+ oo = oo para uma quantidade

enumerdvel de infinitos.

2. Neste caso, p(F) = nimero de elementos de E.

Novamente, o item 1. é elementar, e o item 2. decorre do fato de que os conjuntos
nao tém, por hipotese, elementos em comum. Caso um dos conjunto E; seja infinito,
a soma serd infinita, ou seja, a medida da unido serd infinita. No caso de X ser

finito, € trivial.

1, se xpe FE
0, se z0¢ E

Nesse caso, a medida da unido serd 1, caso xog € F; para algum FE;, da colecdao, ou

3. Para definir a medida 1, five o € X e faca p(E) = {

zero, caso xg ¢ FE;, para nenhum i.

A seguir, um conceito chave de toda a teoria é apresentado: o conceito de

funcao mensuravel em um espaco de medida.

Definig¢ao 4.1.4. Dado um espago de medida (X, A, p), uma fungio f: X — R € dita

mensurdvel se, Va € R, temos que f~'(—o00,a) é mensurdvel (ou seja, f~(—o00,a) € A).

Exemplo 4.1.4. Seja f uma funcao mensurdvel. Nos termos da Definicdo 4.1.2, sdo

mensurdaveis 0s sequintes conjuntos:

1. f~Y[a,+00)).

2. [ (~ood) = f1<—oo,a+i>.

neN—{0}
3. [~ ((a, +00)) = (f ! ((—00,d]))".
4. [ (a,b)) = fH(—00,a) N f7H(b, +00)).
5. f7YU), UCR V,U aberto. Observagio: U = |_|(ai,b,~) = YU) = |_| fYai, b).

ieN ieN
6. [7YF), FCR fechado.
Observagio: f~1(F) = (f~Y(F))°.
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7. f7Y(B), onde B CR ¢ boreliano.
Seja B ={ECR: fY(E) e A}.

Provemos que B’ € uma o-dlgebra de subconjuntos de R.

a) 0 € B, pois f[71(0) =0 € A.
b)) EcB — f (E)c A= (fYE)c A= fHE)c A= E° € B.
¢) BE;e BVieN, com fH(|JE)=J f(E) €A Logo, Uien E; € B'.

iEN ieNT
Dai, seque que B' é uma o-dlgebra que contém o conjunto dos conjuntos abertos
de R. Logo, B C B'. Portanto, dado um boreliano E C R, temos que E € B' e,

por conseguinte, [~(E) € A

Os dois exemplos seguintes fornecem uma importante caracterizacao de abertos

quando a o-algebra tomada ¢ a de Borel.

Exemplo 4.1.5. Considere X = R, uma fungio continua f : R — R e a o-dlgebra B.
Como a imagem inversa de um intervalo aberto por uma fungdo continua é um conjunto

aberto, temos que f~'(—oc,a) € aberto e, portanto, pertence a A

O resultado do Exemplo 4.1.5 pode ser ampliado para um aberto qualquer em

R, como segue.

Exemplo 4.1.6. Na o-dlgebra de Borel, dados E C B e f continua em E, f~(E) C B,

isto €, a imagem inversa de um boreliano por uma funcao continua é um boreliano.

A seguir, apresentamos uma exemplo de uma fungao continua em um aberto

de R para ilustrar o resultado do Exemplo 4.1.6

Exemplo 4.1.7. Seja E € A e f = 1g, em que 1g representa a fungdo caracteristica
definida em FE.

0, sea<0
f((~o00,a) =3 X—FE, 0<a<l1
X, a>1
Para elucidar esse exemplo, notamos que, se a < 0, nem 0, nem 1 serdo imagens de
elementos de X pela funcao f. Caso 0 < a < 1, apenas o elementos de X — E terdo
imagem em (—oo,a) (note que f(X — E) ={0}). Por fim, caso a > 1, como f(F) = {1}
e f(X — E)={0} ¢ {0, 1} C (—o0,a), temos que f~* = ((—o00,a)) = X.

Teorema 4.1.1. Se f e g sao fungoes mensuraveis, entao \f+g sao mensurdveis, V X € R.
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A Defini¢ao 4.1.5 abre caminho para a obtencao da integrabilidade, no sentido

de Lebesgue, de uma importante classe de fungoes.

Definicao 4.1.5. Uma funcao mensuravel f : X — R é dita uma funcao simples se

f(X) é um conjunto finito, isto é, se f(X) = {ai,as,as, -+ ,an}.

Para as proximas consideragoes, vamos fixar um espago de medida (X, A, p).

Seja f : X — R uma fungao simples (portanto, mensuravel). Definamos
conjuntos E; de tal forma que E; = f~'({a;}). Com essa construcio, temos que X = JE;,
isto é, X ¢ a uniao disjunta das imagens inversas dos conjuntos unitarios, cada um contendo

uma das imagens de elementos de X.

Partindo das consideragoes acima, podemos concluir que toda fungao simples

pode ser escrita como combinacao linear da func¢ao caracteristica, ou seja, se f é uma
n n

funcao simples, entao f = Z a;1g,. Desse modo, dado = € X, teremos f(z) = Z a;lg,(z).
i=1 i=1
Essa forma de denotar uma funcao simples tem vantagens, uma vez que esse mesmo

processo pode ser aplicado a qualquer fun¢do mensuravel, como pode ser visto em (RUDIN,
1976).

A seguir, chegamos a um ponto alto da teoria com a defini¢cao da integral de

uma fungao simples positiva em um espaco de medida.

Definigao 4.1.6. Tomemos um espaco de medida (X, A, p) e f uma fungao simples tal
que f > 0. Deﬁne-se/ f(@)dp(z) = aip(E;).
X i=1

Definig¢ao 4.1.7. Se f mensurdvel e f > 0, entdo/ f(x)du(x) = sup/ s(x)du(z), em
X X

que s € uma fungdo simples e 0 < s < f.

4.2 Medida de Lebesgue

Nesta se¢ao, serd construido o conceito de medida de Lebesgue. Esse conceito
¢ fundamental para a ampliacdao do espaco de fungoes integraveis segundo Riemann do
espaco das funcoes limitadas, para o espaco das fungdes cujo conjunto de descontinuidades
tem medida de Lebesgue igual a zero. A construcao da medida de Lebesgue se inicia a

partir de uma estrutura de anel de conjuntos.

Definicao 4.2.1. Uma familia R de subconjuntos de um dado conjunto X é dito um anel
se, VA, B € R, tém-se que:

1. AUB e R - A unido de elementos de R esta em R;
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2. A— B € R - A diferenca de elementos de R estd em R.

Definicao 4.2.2. Se, além de satisfazer a Definicio 4.2.1, tivermos que, para toda familia

enumerdvel {Ap}nen C R ocorrer que U A, € R, entdo R serd dito um o-anel.
neN

Exemplo 4.2.1. A familia B, dos conjuntos bolerianos de um espago métrico, ¢ um

o-anel.

Exemplo 4.2.2. Toda o-dlgebra de conjuntos é um o-anel, pois U A, € A, se cada
neN

A, € A. Se A, B € Ambozentao A — B = AN (B°).

Exemplo 4.2.3. Seja R a familia de todos os subconjuntos de R que podem ser escritos

como reuniao finita de intervalos limitados.

1. Dados A, B € R limitados, é ébvio que AU B € R € limitado.

2. Agora, considerando A = U I, e B= ﬂ I;, note que
k=1 j=1

A-B=ANBC = (kglfk>ﬂ(gllj) = (kL:Jlfk>ﬂ<ﬁff) :]Ql (Lenn1f).

que € uma reuniao finita de intervalos.

O R do ultimo exemplo ¢ um anel, mas ndao é um o-anel. Isso pode ser verificado
observando que a reuniao enumerdvel de intervalos limitados pode nao ser limitada.

Para ilustrar isso, basta tomar a reunido dos intervalos reais

U (0, n) = (0, 400).

neN

Observacgao 4.2.1. Dado um anel R, note que VA, B € R temos ANB =A—(A—-B),
A—A=10 eportanto A— A € R. Se R for um o-anel e A; € R Vi € N, entdo

NA4=4—-(JAa-4)e R
ieN i=2
Definicao 4.2.3. Dado um anel R de subconjuntos de um conjunto X diz-se que uma
fungio ¢ : R — R U {+o00} € aditiva se para todos A, B € R tais que AN B = () tem-se
(AU B) = p(A) + (B) (Em particular, exigimos que a imagem de ¢ ndo contenha

{+o0} e {—o0} simultaneamente).

Neste trabalho, consideraremos sempre fungoes ¢ positivas, isto que, fungoes ¢
tais que p(A) € [0, +o00].



37

Definicao 4.2.4. Em um anel R, diremos que uma func¢do aditiva ¢ é o-aditiva, quando

dada uma cole¢io enumerdvel de conjuntos A; em R, dois a dois disjuntos, tais que

U 4 € R tivermos o( | 4i) =D o(A).

i€EN i€N
Para exemplicar a defini¢cao consideremos A; = (h%l, %] no anel R, dos nimeros
[e.9]
reais. B fécil notar que se i # j, entdao A;NA; =0 e que |J A, = (0, 1].
i=2

Propriedade 4.2.1. Seja um anel R de subconjuntos de um conjunto X e uma func¢ao
¢: R — RU{£o0} aditiva. Usaremos, a partir daqui, o simbolo | | para indicar a unido

disjunta. Valem as sequintes propriedades:

1. Se p € aditiva e (D) < 0o, entio p(B) = 0.
D=0100= o0 =¢@)+e0) = ¢0) =0

2. Se A C B, entao p(A) < ¢(B).
B=AU(B-A)=¢(B)=¢(4)+¢(B-A4) = p(A)

3. Se ¢ € aditiva e A,B € R entio (AU B)+ ¢(ANB) = p(A) + ¢(B).
AUB=(A-B)U(ANB)U(B—A) = ¢(AUB) = p(A—B)+p(ANB)+p(B—A)
A=(ANB) U (A—B) = ¢(A) = (AN B) + p(A - B) =
P(AUB)+¢(ANB) = p(A=B)+¢(B—A)+9(ANB)+ (AN B) = ¢(A) +¢(B)

4. Se AC B e p(A) # oo entio o(B — A) = o(B) — p(A).
SeB=AU (B—A) edai o(B)=p(A)+p(B—A) =
p(B) = p(A) = o(B - A)
5. Se Ay, As, As,--- A, € R(anel) e A; () Aj = 0 entao p(AjUA;UA3U---UA,) =

i#]
©(A1) + o(As) + o(A3) + - - - + ¢(A,). (Demonstra-se usando indugdo).

Teorema 4.2.1. Seja ¢ o-aditiva, definida num anel R de conjuntos e sejam A; C Ay C
[e.e]

A3 C - C A, C --- uma familia cresente, onde cada A; € R. Se U A; € R, entao
i=1

(U A) = lim p(A4;).
i—1 7 — 00
Demonstracao. Seja B; = A; — A; _1 para todon > 2. Entao A; U Ay L1 Az LU A, U--- =
U 4

i=1

Sendo que B;NB; =0, Vi # j, e B;NA=0, como ¢ é o-aditiva tem-se que
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QO(GAi):SO(A1UB1UB2U-._)

= (A1) + p(B1) + p(B2) + ¢(B3) + - - -
- Nllfloo @(A1) + @(B1) + ¢(B2) + ¢(B3) + - - + ¢(Bx)

N — o0
An

= lim @(Ap).

N — o

]

Definicao 4.2.5. Um intervalo em R"™ é um conjunto do tipo [ =1, X Iy x --- x I,,, onde

cada I; é um um intervalo limitado em R (aberto, fechado, semi-aberto ou degenerado).

Definicao 4.2.6. Dado um intervalo I em R"™ definimos a fung¢do volume m : R® — R

como
n

m(I) = ] (b: — a;).

i=1
Definicao 4.2.7. Um conjunto E C R™ é dito um conjunto elementar se E for a reuniao

de um numero finito de intervalos.

De posse das defini¢bes de intervalos e conjuntos elementares, assim como da
medida de um intervalo, podemos enunciar as seguintes propriedades. Antes, porém, vamos

a seguinte e importante definicao.

Definicao 4.2.8. O conjunto formado por todos os conjuntos elementares de R™ serd

denotado por E.
Propriedade 4.2.2. O conjunto £ é um anel mas nao é um o-anel.

Propriedade 4.2.3. Todo conjunto elementar pode ser escrito como reunido disjunta de

intervalos.

Definicao 4.2.9. Dado uma conjunto elementar E = |_| I; o volume de E € definido por
j=1

m(E) := Y vol(I;).

Propriedade 4.2.4. Se E € £ a expressao Y vol(1;) := m(E) nao depende da particular

familia disjunta de intervalos{I;} cuja reuniao é E.
Propriedade 4.2.5. A func¢io m : € — R ¢é aditiva.

Definigao 4.2.10. Seja E um subconjunto elementar de R™. Seja ¢ > 0 uma fungdo finita

e aditiva em E. A funcao ¢ é dita regular se para todo A € € wvale:
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©(A) =sup{p(K): K € £, K C A, K é compacto},
©(A) =inf{pU): U € E,ACU, U é aberto}.

Exemplo 4.2.4. A func¢do m, da defini¢io 4.2.6 ¢ reqular.

Demonstracdo. Vamos analisar duas situacoes. Seja, em primeiro lugar, A um intervalo
em R". Temos que A € €. Escrevamos A = [[{a;, b;}, onde {= (ou[e} =) ou]. Assim,
se algum a; = b;, temos que m(A) = 0. e, portanto, sup{m(K),---} > m(0) = 0,-- -,

sendo K compacto.

Se, por outro lado, a; < b; Vi=1,--- ,n, tomando K = H [a; + 9, b; — d], onde
20 < min(b;—a;), tem-se que K é compacto, K C A, K € Eem(K) = ﬁ (bi—a;—20) = 029
I1(b; — a;) = m(A). Segue que m(A) = sup{m(K),---}. =

Agora, para verificar a segunda condi¢ao da Definicdo 4.2.10, tome U =

11 (a; + 6,b; — 6). Entéo é claro que U € £,A C U, e que m(U) = [] (b; — a; + 20) —
i=1

Para o segundo caso, consideremos A uma reuniao disjunta de intervalos, ou
seja, A=1L UL UI3U---UI. Dado € > 0, escolha para cada j = 1,2,3,--- ,p, um
€
compacto elementar K; C I;, com m(K;) > m(l;) — —.
p
Entao K; = Kj UKy U K3 U---U K, é compacto e elementar, pois é reuniao
p
€
finita de elementares m(K) = m(K1) + m(Ks) +m(Ks) + -+ m(K,) > >_m(l;) — - =
p

(zp: m(Ij)) —e=m(A) — e = m(A) = sup{m(K),---}, pois € é arbitrario.

Por outro lado, dado € > 0, tome, para cada j = 1,2,3,--- ,p, um conjunto
aberto elementar U; D I; tal que m(U;) < m(l;) + <
p

Seja U = |_| U;. Dai, m(U |_| U;) Z ) <> m(L; =m(A) + e. Ficou
j=1 ji=1 = p
provado que m(A) = inf{m(U), -} O

Exemplo 4.2.5. Tome uma funcao crescente g : R — R. Dado um intervalo I de
extremos a,b, sendo g(a+) = lim+g(x) e gla—) = lim g(z), definimos g(b+) e g(b—) de
r—a Tr—a

forma semelhante. Defina p(I) como sendo:

g(b—) —g(a+), paral = (a,b)
(1) = g(b+) — gla—), para I = [a,b]
g(b=) —g(a—), paral =[a,b)
g(b+) — gla+), paral = (a,b
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Se A C R for um conjunto elementar, ponha p(A) = > ¢(I;), onde {I;} é uma

particao de A por intervalos.

A funcao ¢, assim construida, estd bem definida, é uma funcao finitamente

aditiva e regular.

Escrevemos, mais convenientemente,
p(a,b) = g(b—) — g(a+).

Nosso proximo objetivo é mostrar que, dada uma funcdao ¢ : &€ — R, fi-
nitamente aditiva e regular, existem um o-anel £ contendo £ e uma funcio o-aditiva
P: & — Ry U{+oo} tal que p(A) = p(A), VA € €. Para atingir esse objetivo, vamos
definir, a seguir, o conceito de medida exterior.

Definicao 4.2.11. Seja o : € — R, finitamente aditiva e regular. Para qualquer sub-
conjunto E C R™, defina a medida exterior de E por p*(E) = inf i 1(A;), onde inf é

i=1
tomado sobre todas as familias elementares {A;}52 | de conjuntos elementares abertos tais

que B C U A;.

=1

E importante notar que p* : P(R) — R, U {co}, ou seja, a funcdo atua sobre

o conjuntos de todos os subconjuntos de R".

Exemplo 4.2.6. A medida exterior de volume em R" m*(E), é um exemplo muito

importante.

Propriedade 4.2.6. As sequintes propriedades sdo imediatas.

1. By C By = p(Ey) < p(Ea);
2. w*(F) >0, possivelmente infinito;
3. w*(0) = 0.

Teorema 4.2.2. Se i : £ — Ry é finitamente aditiva e reqular, entao:

Lo (A) =m(A), VA €&;

2. se {E;};2 ¢ uma familia de subconjuntos de R™ , p*(|J E;) < > p*(E;) (proprie-
i=1 i=1
dade sub-aditiva).

Demonstragio. 1. Seja {A;}52; uma familia de subconjuntos elementares abertos, con-

tendo um conjunto elementar dado A. Seja € > 0. Pela regularidade de p, tome
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K C A, K elementar, K compacto, tal que u(K) > u(A) —e. Como K C U A,
i=1

N N N
existe N € N tal que K C | A;. Assim, p(K) < p({J 4) <D p(A) = p(A) <
i=1 i=1 i=1

p(K)+e < pu(A;)+e Como € é arbitrario, u(A) < Y pu(A;), donde pu(A) < p*(A).

i=1 i=1
Dado € > 0, existe um aberto regular U O A tal que pu(U) < p(A) + €. Seja Ay = U,
A; #0,Vi<2.Entao A CUA; e Y () =puU) < p(A)+e Se p*(A) < p(A)+e,

i=1
e como € é arbitrario, temos p*(A) < u(A).

Portanto, vale a igualdade, conforme afirmado.

2. Para esse segundo item do teorema, vamos primeiro considerar o caso em que
w(E;) < oo, Vi

Seja € > 0. Para cada i, existe uma familia enumeravel {A?}%2 | de abertos elementa-

i=1
res tal que B; C [ Ale Y p(A)) < M*(E,-)—i—i Note que | J E; € |J |J A} e, por-
j=1 i=1

-
2 i=1 i=1j=1
tanto, {A5}75_ ¢ uma familia enumerdvel de abertos elementares que cobre | Ej. Isso

‘ ‘ . 0o 00 . oo oo . 00 § € 0o i

mplica que () B < 37 (4) = 3 3 pld)) € 3 (B4 = e 32 ().
i=1 ij=1 i=1j=1 i=1 i=1

Como € é arbitrario, u* (U E;) < X p*(E;). Na demonstragao do caso 1, considere

> H(E;) < oo

Finalmenteme, o caso em que Z w*(E;) = oo, para algum 7, é 6bvio. O

Voltando a considerar a fun¢do volume m : £ — R, ja estabelecemos, na
Propriedade 4.2.5, que ela é aditiva e, no Exemplo 4.2.4. Agora, lembrando da Defini-
¢ao 4.2.4, enunciaremos o teorema 4.2.3. Mas antes da apresentacao e demonstracao desse
teorema serao necessarios estabelecer alguns fatos. Comegaremos com algumas observagoes
feitas em preparacao para um fato importante, a saber, o de que a medida exterior de um
conjunto elementar é invariante por translagoes. Seja “ ~ 7 a relagao de equivaléncia no

conjunto [0, 1], definida por x ~ y, se z —y € Q.

Lema 4.2.1. Seja X C [0, 1], formado por um tunico elemento de cada classe de equiva-

léncia, entio [0,1] € |J X +¢C[-1,2].
q€QN[-1,1]
Demonstragio. Seja t € [0, 1]. Entéo existe x € X tal que t ~ z = ¢t = 2 + (¢t — x). Como
——

€eQ
0<t<1le0<ax<1issoimplicaque —1<t—z <1 Tomandog=t—2z € QN [-1,1],

eport~x=t=ux+(t—x), temos quet € X +¢. Dados g € QN[-1,1]ex € X é
Q
€
6bvio que z + g € [—1,2]. Isso prova nossa afirmagao. ]

Lema 4.2.2. Se q,q/ € QN [—1,1] sao disjuntos, entio (X +q) N (X +q/) = 0.
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Demonstracao. a afirmacao nao fosse verdadeira, existiriam x1, x5 € X tais que x1 + ¢ =

To+ql = 11— 29 € Q=21 =129 = ¢ = q/, 0 que é um absurdo. O]

Lema 4.2.3. m* ¢ invariante por translagdo, isto é, se E € P(R) e a € R, entdo
m*(E + «) = m*(E). Seque dai que m*(X) =m*(X +¢q),Vqge Qn[-1,1].

Afirmamos que m*(X) # 0. De fato, 1 = m([0,1]) = m*([0,1]) <m*( || X+
7€QN[-11]
)< >, m'(X+q= > m"X). Portanto, m*(X) # 0.

qum[flvl} qum[flzl]

Teorema 4.2.3. m* nao é o-aditiva em P(R™).

Demonstragio. Suponha, por absurdo, que m* seja o-aditiva. Entao 3 = m([—1,2]) =
mi(-L2)zm (|| X+g= > m(X+g= Y} m(X)=+000

q€QN[-1,1] 7€QN[-1,1] qeQN[-1,1]
que é um absurdo. O

Definicao 4.2.12. Dados conjuntos E, F' € P(R"), definimos:

1. A diferenca simétrica S entre E e F', como S(E,F)=(E—F) U (F — E);

2. A distancia entre conjuntos d, como d(E, F) = p*(S(E, F)) ( p* € aditiva e regular
em E);

3. Quando d(E,, E) — 0, dizemos que E,, converge para E, e escrevemos E, — E;

4. Se existe uma sequéncia {A,}nen de conjuntos elementares com E, — 0, dizemos
que E € “finitamente p-mensurdvel”. A colegdo de tais conjuntos serd denotada por
Mp(p)={ECR": E=1limA, — &};

5. Um conjunto E serd chamado “p-mensurdvel” se E for a reuniao enumerdvel de

conjuntos finitamente p-mensraveis;

6. Finalmente, M(u) ={E CR";E C |J A; | A; € Mp(p)} denotard o conjunto de
ieN
todos os conjuntos p-mensurdveis.

Observagao 4.2.2. Sequem algumas consequéncias da Definicao 4.2.12.

1. Como pode ser visto na defini¢cio de M(p), esse é o conjunto de todos os subconjuntos
de R™ que sao subconjuntos da reunido enumerdvel de conjuntos finitamente -

mensurdvess;

2. O anel €, de todos os conjuntos elementares, é um subconjunto do conjunto Mg ()

das fungoes finitamente p-mensurdvers;
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3. O conjunto das fungoes finitamente p-mensurdveis € um subconjunto das fungoes
p-mensurdveis, isto é, Mp(u) C M(u);

4. Todo conjunto E C R™, com medida exterior nula, isto é, p*(E) =0, € finitamente

p-mensurdvel, e d(, E) = 0;
5. O proprio espago R™ € um elemento de M(u), pois pode ser escrito como reuniao

enumerdvel de intervalos.

Para a demostracao do Teorema 4.2.4, serao necessarias algumas propriedades
da diferenca simétrica, bem como da distancia entre conjuntos. Enunciaremos e provaremos

essas propriedades, apoés isso, demonstraremos o teorema em questao.

Defini¢ao 4.2.13. Um espago de medida (X, A,p) € dito ser completo se A é uma

o-algebra de subconjuntos de X e pu é o-aditiva.

Uma aplicacao imediata do Teorema 4.2.4 e da Defini¢do 4.2.13 nos permite

concluir que o espaco de medida (R™, M(u), p*) é completo.

A seguir, listamos uma série de propriedades da diferenca simétrica, conceito

esse introduzido na Definicao 4.2.12.

Propriedade 4.2.7. Dados A, B C R", ou seja, A, B € P(R") sdo vdlidas as sequintes

propriedades:

1. S(A,B) = S(B,A) = S(B¢, A%);

2. S(AA) =0;

3. S(A,B) C S(A,C)US(C,B);

4. dados Ay, Ay, By, By em P(R"), cada um dos conjuntos

CL) S(AIUAQ, B1UBQ),
b) S(AiN Ay, BiN By),
C) S(Al—AQ,Bl—BQ)

¢ subconjunto de S(Ay, By) U S(As, Bs).

Demonstragio. 1. Para a primeira igualdade, considere (A— B)U(B—A) = (ANB®)U
(BNA°). Para a segunda igualdade, note que (A°—B¢)U(B“—A°) = (A°‘NB)U(B‘NA).

2. A segunda propriedade é imediata.
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3. (A-B)U(B—A)C(A—C)U(C—A)U(C—B)U(B-C)

Tomemos © € A, mas x ¢ B. Se x € C, entao x € (C — B). Se, por outro lado,
x & C, entdo x € (A — (). O mesmo raciocinio parax € Bex & A

4. Parte a: Note que (A1 UAs) — (B1UBs) C (A; — By)U(As — Bs) Sex € (A1 UA,) —
(Bi1UBy), x € Ajoux € Ay, mas x € By e x € Bs. Decorre dessa suposicao que,
se x € Ay, entdo z € (A; — By). Agora, se x € Ay, entdo x € (Ay — By). Trocando

os papéis de A e B e reunindo-se membro a membro, obtemos a conclusao.

Parte b: S(Al N A2 s Bl N Bg) = S((Al N AQ)C, (Bl N Bg)c) = S(A(I: U Ag s Bi: U BS) Q
S(AS, BS)US(AS, BS) = S(Ay, By) US(As, Bs).
Parte c: Esta demonstragao segue do fato de que A; — Ay = A; N AS. n

Corolario 4.2.1. Dados A e B subconjuntos de R™, sdo vdlidas as sequintes propriedades:

1. d(A,B) =d(B,A) = d(A°, B%);

2. d(A,A) =0;

3. d(A,B) <d(A,C)+d(C,B);

4. a) d(Ay U Ay, By UBy) <d(Ay, By) +d(As, By);
b) d(A1 N Ay, BN By) <d(Ay, By) +d(Asz, By);
¢) d(A, — Ay, By — By) < d(Ay, By) + d(As , Bs).

Proposicao 4.2.1. Dados A, B € P(R"), temos que
¥ (A) = @ (B)] < d(A, B),

desde que ao menos um dentre *(A) e p*(B) seja finito.

Demonstra¢io. Podemos supor, sem perda de generalidade, que p*(B) < p*(A). Assim,
devido ao Corolério 4.2.1, temos que d(A, () < d(A, B)+d(B,0). Logo, u*(A) < d(A, B)+
w*(B), ou seja, p*(A) — u*(B) < d(A,B). Considerando a suposigao inicial de que
w*(B) < p*(A), obtemos o resultado |u*(A) — p*(B)| < d(A, B). O

Observagao 4.2.3. Para todo E € Mp(p), temos que p*(E) < oo.
Tome A € & tal que d(A, E) < 1. Aplicando p*(A) < d(A, B) + p*(B), temos

pH(E) <d(AE)+ p (A) <14 pu(A) < oo.

Decorre, como consequéncia desse conjunto de observagoes, que vale o seguintes teorema:
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Teorema 4.2.4. M(u) é um o-anel de conjuntos (também uma o-dlgebra). Além disso,

a restricio de p* a M(u) € o-aditiva.

Lema 4.2.4. Mp(pn) é um anel.

Demonstragio. Claro que feE C Mp(u). Dados A, B € Mp(u) queremos que AU B €
Mp(p). Tome {A,}nen € {Bulnen C € tais que A, — Ae B, — B. Segue que

A,UB, — AUB e¢A,— B, — A—B. O
—— S—— —— N——
c€ € Mp(p) €& € Mp(p)

Lema 4.2.5. p* € aditiva em Mp(u).

Demonstragio. Sejam A, B € Mp(u). Tome {A,}nen e {Bn}nen formados por conjuntos
elementares, com A, — Ae B, — B. Com essas sequéncias convergentes de conjuntos,
obtemos p*(A)+u*(B) = nli_)moou(AnUBn)—l—u(AnﬂBn) = lim_ p(A,UB,)+ 1" (A,NB, =
w (AUB)+pu*(ANDB). No caso em que ANB = (), temos que p*(AUB) = p*(A)+p*(B). O

Lema 4.2.6. Se a sequéncia {A,}nen C Mp(u) é formada por conjuntos dois a dois

disjuntos, entio p*(|J An) = D w'(A,). A desigualdade menor que ou igual a decorre

neN neN
da o-aditividade de p*.

Demonstragio. Seja A definido por A = | ) A, € Mp(p). Para cada N € N, observe
n=1
que AgUA;U---UAy C A. Entao p*(AgU A U---UAy) < p*(A). Portanto, segue que

w(Ag)+p*(Ay) - +p*(Ay) < p*(A). Tomando N11_1>n , temos que Y p*(A,) < pf(A). O

n=20

Lema 4.2.7. Se A € M(u) e u*(A) < 0o entao A € Mp(u).

Demonstragio. Seja A = | | A, onde A, € Mp(p). Definindo conjuntos A] e A/, como
i=1
A=A e A, = A, —(AAUAU---UA, ) para n > 2, temos que A, € Mp(u).

A= [J A, eA,NA, =0para, n <m.

n=1

Tome By = AU A, U --- A)y. Segue que d(Bn, A) = p*(S(Bp, A)) = p*(A —
By =i U A= 3 w(d) — 0, pois 3 4(A,) = p(4) < oo

n=N+1 n=N+1 n=1

1
Para cada n € N, tome C, € & tal que d(C,,B,) < —. Dai, d(C,,A) <

n
1
d(Cp, Bn) +d(B,, A) < - +d(B,,A) — 0, ou seja, C,, — A. Logo, A € Mp(n). O

Lema 4.2.8. M(u) é um o-anel.

Demonstragio. Tome A; € M(u). Cada A; é uma reunidao enumeravel de conjuntos

finitamente p-mensuraveis. Portanto, para cada ¢ € N temos que U A; é uma reuniao
ieN
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enumeravel de reunides enumerdaveis de conjuntos finitamente p-mensuraveis e, portanto,

UA; € M(p).
Seja A,B € M(p). Escreva A = [ J A;, onde cada A; € Mp(p). Entéo

ieN
A—B =AnB = ({J A)NnB° = |J(A N B°). Basta provar que, para todo i €
ieN ieN
N, A; N B¢ = A" — (A; N B). Se conseguirmos provar que A; N B € Mp(u), teremos que

Para tanto, escreva B = U B;, onde cada B; € Mp(u). Decorre que A;,NB =

jeN
jeEN jeN
€ Mp (1)
A;,NB € Mp(p), o que implica, A;NB® € Mp(u). Portanto, | J (A;NB°) = A—B € M(p).

i€N
Para completar a demonstracao do teorema, resta provar que p* é o-aditiva em
M(p). Para isso, tome {A;};en € M(u) dois a dois disjuntos. O objetivo aqui é provar

que g (J A) = 3 ' (Ay).

jEN neN
Se ocorrer u*(J A;) = oo, a desigualdade maior que ou igual a é ébvia. Por
outro lado, se p*(U A;) < oo, entdo p*(A;) < oo, para todo i € N e, portanto, 4; € Mp(u),

donde segue a conclusao.

Alternativa: escreva cada A,, como A, = U A e Ay € Mp(p). Entao:

n=1

(U A) = (U Ang) = 3 1 (Ani) = X" (Ay). m

i1€N n,i €N

Chegamos ao ponto alto dessa se¢ao, como mencionado na introducao, que é a
definicao da Medida de Lebesgue.

Definicao 4.2.14. A medida de Lebesgue € a tripla (R”,M(m),mjvl(m)).

Na sequéncia, ¢ apresentada uma série de observagoes importantes sobre con-
juntos mensuraveis em R". Também, algumas consequéncias da teoria construida até aqui,

para conjuntos quaisquer.

Observacao 4.2.4. Sao verdadeiras as sequintes afirmacoes:

1. Todo subconjunto aberto U C R™ é u-mensurdvel, ¥ i,

Justificativa: De fato, a colegio dos cubos abertos com aresta racional e centro
num ponto de Q" é uma base enumerdvel para os abertos de R™. Todo aberto U € a

reuniao de uma subcolegio de tais cubos, onde U € M(u).

2. Todo fechado F é p-mensuravel (F C R™);



47

Justificativa: Todo conjunto fechado F € o complementar de um conjunto aberto
U, que, por sua vez, pode ser escrito como reunido enumerdvel de abertos. Assim,

tanto R"™ quanto U sao p-mensurdveis. Logo, F =R" —U € M(u).

. Todo Boreliano é p-mensurdvel;

Justificativa: Como todo aberto U € M(u) e como M(p) € uma o-dlgebra, isso

implica que M(u) contém a o-dlgebra dos bolerianos.

. Sep: & — Ry é dada por:

1 se A>0
u(A) = =
0 se AZO0

entdo |é aditiva e reqular.

Justificativa: Temos que M(u) = P(R™).

. A restricio da medida exterior aos conjuntos pi-mensurdveis, (| p(, € reqular, no

sequinte sentido:

Dado E € M(p), temos que

(4.1)

“(E) = inf{p*(U) : U, aberto, U D E} (1)
: | sup{p*(K) : K, compacto, U C E} (II).

Justificativa para (I): Dado € > 0, eziste uma cobertura E C | ) A, formada
neN
por conjuntos elementares abertos tais que p*(E) +¢ > > p*(A;) > p( |J Ai).
neN neN

Justificativa para (II): Essa demonstracio serd feita em duas etapas. Na primeira
etapa, E serd considerado um conjunto limitado e, na sequnda, E serd um conjunto

ilimitado.

I1.a: Considere que E é limitado. Seja A um intervalo fechado (em R™) contendo
E. Dado € > 0, tome um aberto U O A —E com p*(U) < (A — E) +e.

Tome K = U°N A. Tal K estd contido em E, que € fechado e limitado e, portanto,
compacto. De fato, tomando x € K, temos que x € A—U, oux € E, ou ainda,
r€A—FE.Sexe A—FE CU entiox € U, e isso € absurdo. Logo, v € E.

Agora, observe que

— A-EFECUNA.

A-ECU
A-FECA

Além disso, A— E CUNAeUNACU. Seque que f*(A— E) < u*(UNA) <
_U/
pwU) <p(A-EC)+e
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, % % * . — ’ * 77 _J7 —=
Também, p*(A) = p*(E) + p*(A— E) = p*(U') + p* (A KU). Como A—U' =K,
seque que p*(K) = p*(A) — p*(U') = p*(E) + p*(A — E) — " (U") =2 p*(E) — e
Portanto, fica provado que sup{u*(K), K compacto, K C E} = p*(F).

I1.b: Se E ¢ ilimitado, temos que p*(E) = Jgglop*(E N B(0,n)), sendo B(0,n) a
bola aberta centrada em zero, de raio n conveniente. Para continuar, precisamos de

um lema auziliar.

Lema 4.2.9. Sejam X um conjunto, M C P(X) um o-anel e p: M — RT U {o0}
o-aditiva. Dada uma sequéncia crescente £y C Fy C --- C B, C --- de conjuntos

mensurdveis (E; € M), entdo u(UE;) = lim p(E;).
1 — 00

Demonstragio. Temos que p(UE;) = p(EYUELUE; - - -UE,, - -+ ) = p(E)+ Y p(Ei—

=2

N
Ei 1) = lim p(E) + Z p(E; = Ei 1) = lim p(Ey). [

=2

Retomando a prova da regularidade, lembremos que p*(E) = lim p*(E N B(O,n).

Dado € > 0, existe ng tal que u*(E N B(O,n)) > u*(E) — g Por ser limitado, existe
um compacto K C (ENB(O,n)) tal que p*(K) > p*(ENB(O,n)) — % > u(E) —e.
Segue, portanto, a conclusio que p*(E) = sup u*(K), em que K C E e K compacto.

6. Dado E C M(p), existem um F, (conjunto), denotado por F'; um Gy, denotado por
G, tais que F C E C G e p*(F) = p*(E) = u*(G), se e somente se p*(E — F) =
p(G—E);

1
Demonstragio. Dadon € N, tome K, CFEC U, com pux*(K,) > u (E)——
Ny - n
compacto aberto
Fy Gs
1 —— —
e px(Uy) > p(E)+ = Seja F = |J K, e G= () Uy, Entao p*(K,) < p*(F) <
n neN neN
p(E) e p*(Un) 2 p*(G) = p*(E). Logo
pr(F) = p'(E) = p*(G) O

7. Todo conjunto p-mensurdvel E se escreve como E = F U Z, onde F = Fy e Z € tal
que p(Z) = 0;

Demonstragdo. Seja F' como no item 6 e Z = E — F. O]

8. M(u) sempre contém B(R™) e algo mais, sendo que este algo depende de y;
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9. Todo conjunto enumerdvel tem medida de Lebesque zero, pois todo ponto tem medida
nula.
Existem também conjuntos nao enumerdveis com medida nula, por exemplo, o con-

junto de Cantor.

4.3 Teoria geral da medida

O objetivo dessa secao é estabelecer alguns resultados gerais para espacgos de
medida e caracterizar algumas propriedades como a mensurabilidade de somas e produtos
de fungoes mensuraveis. Além disso, vamos introduzir o conceito de fungao simples. Esse
é um conceito central, pois toda integrabilidade de fung¢oes no sentido de Lebesgue é

construida tendo como ponto de partida a integrabilidade das func¢oes simples.

Definigao 4.3.1. Um espago de medida é uma tripla (X, M, i), onde M é um o-anel de
subconjuntos de X e pu: M — Ry U{oo} é uma fungio o-aditiva.

Quando X € M, isto €, M é uma o-algebra, dizemos que X é um espago

mensuravel.

Nesta se¢ao, estudaremos os espagos mensuraveis. Sao exemplos de espacos de

medidas a medida de Lebesgue e a Teoria da Probabilidade (P(X) = 1).

Defini¢ao 4.3.2. Uma fungio f : X — RU{oc} € dita mensurdvel se, Va € R, {z :
f(x) > a} é mensurdvel (€ M).

Proposicao 4.3.1. Sao equivalentes as afirmativas de 1 até 4 e implicam em 5. Caso
Im(f) CR, entdo 5 implica 1 até 4.

1. Ya € R, {z: f(x) > a} é mensurdvel;
2. VaeR, {z: f(z) <a} é mensurdvel;
3. YaeR, {z: f(z) > a} é mensurdvel;
4. YaeR, {x: f(x) <a} é mensurdvel;

5. Para todo boreliano, se E C R, entio f~'(F) é mensurdvel.
Demonstragio. e (1) (4), pois{z: f(z) <a} =X —{z: f(x) > a}.
e (2)<= (3),pois {z: f(x) >a} =X —{z: f(x) < a}.

e (1) & (3), pois {z: f(z) <a} = [){z: f(x) >a—|—i}.

neN
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e (1—4) = (5). E fato que, para todo intervalo aberto I = (a,b), ¢ mensurével o
conjunto f~Y(I) = {z : f(z) > a} N {f(z) < b}. Dado U C R aberto, sabemos
que, se U = | I,,, onde cada [,, é um intervalo aberto, f~(U) = f~}( |J I,) =

neN neN
U f1(I,) é mensurével. Esse fato é consequéncia de I,,, um conjunto enumeravel

neN
de intervalos abertos, ser base enumeravel para o aberto U. Considere a familia

G={SCR: f(S)} mensuravel. E ficil ver que G é uma o-algebra que contém
todos os abertos. Isso implica que G O B (Borelianos). Logo, dado um boreliano

E C R, tem-se que E € G, ou seja, f~}(E) é mensurdvel.
e 5)=(1){z: f(x) >a} = f(a,+00) é mensurdvel por 5. n

Proposicao 4.3.2. Se f é mensurdvel, entio também sao mensurdveis fy, f— el f].
Demonstragio. Seja o conjunto {z : fy(z) > a}.

i) Para a > 0, temos {z : f.(x) > a} = {z: f(z) > a}, que é mensurével.
ii) Para a <0, temos {z : fi(z) > a} = X, que é mensurével. Isso implica que f; é

mensuravel.

Temos que f_ é mensuravel por razoes similares.

Quanto a |f], temos: {z : |f(z)| < a} ={z: f(z) <a}Nn{x: f(z) > —a}, que
¢ mensuravel. O

Proposicao 4.3.3. Seja {f,} uma sequéncia de fungoes mensurdveis, f, : X — R U
{£o0}, Vn € N. Entdo sdo mensurdveis as sequintes fungoes:

a) sup fn;

b) inf f;

c¢) limsup fy;

d) liminf f,:

Demonstragio.  a) Observe que {z : sup f, > a} = |J {fu(z) > a} é uma reunido
neN
enumeravel de enumeréveis e, portanto, é enumeravel, o que implica que sup f, é

uma fun¢do mensuravel.

b ) Para inf f,,, a demonstragio é semelhante.

¢) Temos que limsup f,, = ireugl{sup fr(x)}. Como F,, = sup fr(z) é mensuravel, pelo
n k>n k>n

item a, e inf F,,(z) é mensuréavel, pelo item b, segue que lim sup f,, é mensuravel.
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d) A demonstracao é semelhante a do item c. O
Corolario 4.3.1. Nas hipdteses da Proposicio /4.3.3 , caso exista nli_)moo fn(x), para todo
x, entdo a fungio f(x) := lim fu(z) € mensurdvel.

Demonstragio. Como lim f,(z) = limsup f,(z) e limsup f,(z) sdo mensurdveis, entao

lim f,,(z) é mensuravel. O
Teorema 4.3.1. Sejam f,g : X — R, com feg mensurdveis, e f : R> — R continua.
Entdo a fungio h(x) = F(f(x),g(x)) é mensurdvel.
Demonstracao. Primeiramente, note que temos f: X — R, g: X — R e

X —R LR

Dado a € R, considere {z : h(z) > a}. Seja U = {(s,t) € R? : F(s,t) > a}, e
note que U é aberto. Além disso, {z : h(z) > a} ={z: (f(z),g(x)) € U}.

Escreva U = U I, x J,, onde I, e.J, sao intervalos abertos de R.

Dai
{z: (f(2),9(z)) €U} = U {z: (f(x),9(x)) € I, x J,}
= UJ{z: f(2) € Lyn{z:g(z) € I}
é mensuravel. -

Corolario 4.3.2. Se f,g: X — R sdo mensurdveis, entao f + ge f-g sdo mensurdveis.

Observagao 4.3.1. Ezistem exemplos de fungoes f,g: R — R tais que g é continua e f

¢ mensurdvel, mas a funcao composta f o g nao € mensurdvel.

Proposicao 4.3.4. Se f,g : X — R U {+oo} sao mensurdveis, entdo max{f,g} e

min{ f, g} sao mensurdveis.

Proposicao 4.3.5. Se X =R"ef : R” — R € continua, entao f é mensurdvel.

4.4  Funcdes simples

Defini¢ao 4.4.1. Uma fungio f : X — R é dita uma fungio simples se f(X) é um
conjunto finito, digamos f(X) = {c1,ca,--- ,cn}.

Considere E; = f~'({c;}), entdo {E;} forma uma particio finita de X e, além

disso, [ pode ser assim definida:

=1
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Proposicao 4.4.1. Toda funcao f: X — R € limite pontual de uma sequéncia {Sp}nen

de fungoes simples. Se f é mensurdvel, as S, podem ser tomadas mensurdveis.

Se f >0, as S, podem ser tomadas maiores que ou iguais a zero.

Demonstra¢io. Para cada n € N — {0}, sejam t; = 1, para i = —n?,--- ,n% Defina
n
Ei={r:t;1 < f(z) <t;}, parai=—n?+1,--- ,n% Seja também F, = {z: f(z) > n}
e F.={z: f(x) < —n}. Entao a colecao {E;} U{F, F_} forma uma partigao de X. Seja
nQ
i=—n24+1

Lema 4.4.1. S,, — f converge pontualmente.

1

Demonstragio. Dado x € X e € > 0, seja ng tal que — < 0 e |f(x)| < ng. Para n > ny,
o

temos que |f(x)] <ng < n, donde x & Fy e x ¢ F_. Segue-se que « € F;, para algum i,

1
isto ¢, t;_; < f(x) < t;, enquanto que s, = t;, donde |s,(x) — f(z)| < t; —ti.1 = — <
n
1

— < €. O
o

Observagao 4.4.1. Se f(z) = +o00, entio s,(x) =n,Vn, e s,(x) = f(z). Idem para o

caso f(x) = —o0.

Caso f seja mensurdvel, observe que todos os E; acima, assim como F, eF_,

sao conjuntos mensurdveis, donde s, € mensurdvel, ¥ n.

Observagao 4.4.2. A fung¢do caracteristica de um conjunto mensurdvel é uma fung¢do

mensuravel.

Caso f > 0 ei <0, tem-se que t; = — < 0. Nao eziste x tal que f(z) < t;.

n2

Portanto: s, = > t;lg, + nlp, > 0.

n=1

.S §‘N

Isso implica que E = 0. Da mesma forma, F_ =

Observagao 4.4.3. Se a funcao do Lema 4.4.1 limitada entdo s, — f uniformemente.

Observacao 4.4.4. No caso em que f > 0 no Lema /.4.1, podemos tomar a sequéncia

{sn}tnen satisfazendo 0 < s, < Sp41-

i
Para justificar a ultima observagao, dado n € N considere ¢; = _-, para
i=0,---,n2" eseja B ={x:t] | < f(x) <t i>1} e FY ={x: f(x) > n}.
n2™

Defina s,, = Zt?qlEgl + 1Fﬁ.
i=1
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Como antes, prova-se que s, — f. Dado x € X, queremos que s,(x) < $,41(x).

Digamos que = € E, S,(z) =t |, e

tn—i—l

Syt = >0 = S, (2).
tn+1

Digamos que x € F!. Uma andlise similar prova que S,(x) < S,41, caso x € FY.

4.5 Integracao

Nesta se¢ao, vamos concluir a construcao da teoria de integragao de Lebes-
gue. Nela, sdo apresentados os resultados mais fortes da teoria, a saber, o Teorema da
Convergéncia Monotona, o Teorema da Convergéncia Dominada, O Lema de Fatou e a

comparagao com a Integral de Riemann.

Para todas as consideracoes feitas nesta secdo, estara fixado o espaco de medida
(X, M, p).

Definicao 4.5.1. Seja s uma fungdo simples, mensurdvel. Fscreva s = Zcilgi, onde cada

E; é mensurdvel. (Como jd visto anteriormente, s(X) = {c1, ¢, - - ,cn}j E;=s1{c}) )

Definimos Ip( Zczu (E; N E), para qualquer F C X mensuravel.
=1

Dada f : X — R mensuravel e positiva, definimos

[, f(@)dp(e) = sup{Zs(s)).

em que s é uma funcao simples, mensuravel, com 0 < s < f.
Note que / f(z)du(zx) € [0, +o0].
E

Definicao 4.5.2. Se f : X — R € mensurdvel, definimos
| @du) = [ fo@an) - [ 1

desde que, pelo menos um dentre I ou Il seja finito.

No caso em que ambos sao finitos, dizemos que f € integravel em E. O conjunto

de tais funcoes sera denotado por L(u, E).
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4.6 Propriedades da integral

1. Se f é mensuravel, limitada e p(F) < oo, entdo f € L(u, E).

Demonstracao. Primeiro, abordaremos o caso f < 0. Para tanto, seja 0 < s < f|

onde s é simples e mensurdvel. Escreva s = > ¢;1p,, onde Im(s) = {c1,¢2, - , ¢y}

e B; = s7(¢;). Com essas consideracdes, temos que Ig(s) = > c;u(E N E;).
i=1

Seja M > 0 tal que f(z) < M Vz. Entao ¢; < M, Vi. Isso nos permite concluir
X

L " ~=
que Ig(s) < MY w(ENE;) = Mu(d ENE;) = Mu(ENUE;) = Mu(E). Dai,

i=1 i=1
[ F@)duz) < Mp(E) < oo.
No caso geral, concluimos que, se f é limitada, entao f, e f_ sao limitadas. Logo,

/ f(z)du(z) < oo, que implica em f ser integravel. ]

E

Exemplo 4.6.1. Considere a fun¢do de Dirichlet definida como
D=1-1lgnp1n+0" lg-0)np1-

Fica evidente, com base na definicio de integral de Lebesque, que Ig—jo1)(D) = 0.

2. Se,Vz € X,a < f(x) <b, onde a e, b sao constantes, f mensurdvel e, além disso,
w(E) < 0o, entdo au(E) < / fdu < bu(E).
E

Demonstracao. Primeiro, avaliemos o caso a > 0.
Note que 0 < a < f, tem-se que Ig(a) < / fdu. Escrevendo a = aly, obtemos
E
Ig(a) = ap(X N E) = au(E) e, por conseguinte, au(FE) < / fdu.
E

Na demonstragao do item (1), provamos que, se 0 < f < M, entao / fdu < Mu(E).
E

Assim, tomando M = b, fica provada a afirmacao.

Agora, avaliemos o caso geral em que a < f < b, ouseja, 0 < f —a < b— a. Pelo

caso a # 0 temos 0 < /E(f —a)dp < (b—a)u(E).

Para concluirmos o caso geral, basta observar que / f—adp= / f—au(E). Essa
E E

ultima igualdade seguird de um resultado futuro sobre / f+g. O]

3. Se 0 < f < g, onde feg sao mensuraveis, entao

[ sdu< [ gdn

Demonstracao. Dada uma fungao simples, mensuravel s, com 0 < s < f, queremos

que Ig(s) < / gdu, que segue do fato que 0 < s < g. O
E
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4. Se f > 0 é mensuravel e ¢ > 0, entao

/chd,u:c/Efd,u.

Demonstragio. Para s simples e mensuravel, temos c/g(s) = Ig(cs). Supondo ¢ > 0,

temos que

c/ fdu = csup{lg(s):0<s < f,ssimples e mensuravel}
E

— sup{elp(s) 10 < s < f)
=sup{Ig(cs): 0 < ecs < cf}

=sup{lg(t) : 0 <t <cf;t=cs}
= /chd,u

Caso ¢ = 0, é évbia a demonstragao. O]
5. Se u(E) = 0, entao / fdu =0, para qualquer fun¢ao mensurével f.
E

Demonstracao. Podemos supor que f > 0. Seja s simples e mensuravel, com 0 < s <
f.Seja s =>_ ¢lg,, e temos Ip(s) = > c;u(EN E;) = 0. Portanto, / fdp=0. O
E

6. Se E C F C X, onde EeF sao mensuraveis, entdo L(u, F') C L(p, E).

Demonstracao. Se f € L(u, F'), entao / fidu < ooe / fodp < oo.
F F

Seja g = f, ou f_. Entao / gdp < co. Queremos provar que / gdu < / gdp < oo.
F E F

Seja s uma funcao simples mensuravel, com 0 < s < g. Escreva s = Z cilp, e,

i=1
n

assim, Ip(s) = - cn(F 0V Ey) = In(s) < [ gdp.
F

i=1
Portanto, /gd,u < /gd,u < 00, Ou seja, / fidp < < e / fodu < oo. Fica
E F E E

provado, assim, que, nas hip6teses enunciadas, f € L(u, E). n

Teorema 4.6.1. Seja f : X — R mensurdvel e f > 0. Para cada E C X mensurdvel,
seja (E) :/ fdu. Entao ¢ € o-aditiva. O mesmo se aplica se f € L(p, X), onde f ndo
E

¢ necessariamente positiva.

/ sdjp.
E

resultado auxiliar:

Observagao: se f é uma fungao simples mensuravel e s > 0, entao Ig(s) =

Antes de iniciarmos a demonstragdo do Teorema 4.6.1 vamos provar o seguinte
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Se 0 <t <s, onde t é uma funcao simples e mensuravel, entao
Ip(t) < In(s) = / sdp < In(s).
E

Para a demonstracao desse resultado auxiliar, comegamos considerando que,

como podemos tomar t = s, temos que Ig(s) = / sdju.
E
Para justificar *, lembremos que
S:ZCZ‘lEi e t= Zdlej7
i=1 j=1
onde {E;} e {F;} formam parti¢oes de X.

Considere a parti¢io {G;;} 1122 , em que G;; = E; N F;. Temos que

Io(t) = 3 du(Fy (1 E)
= i d;p <|i| (F;NE;)N E)

i Zn: pw(F; N E; N E) (k).

Note que, quando F; N E; # 0, existe © € F; N E;, donde d; = t(x) < s(x) = ¢;.

Assim,

Demonstragio. Teorema 4.6.1) A demonstragao serd dividida em dois casos.
Caso (a) Se f > 0, entao a funcao ¢ : m — Ry U {oo}, dada por ¢(F) =
/ fdu, é o-aditiva.
E
Vamos demonstrar esse caso considerando separadamente o caso da funcgao

caracteristica, das funcgoes simples e, por fim, uma func¢ao positiva qualquer.

e (Funcao caracteristica) Tome f = 14, onde A € M, e ¢(E / lodp = Ig(1a) =
u(ANE).

Dad, resulta em uma familia {F, }, ¢y de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos,

e o( LI B = u(An )= (L] (ANE) = ¥ w(ANE,) = ¥ o(E

neN neN neN neN neN
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e (Fungao simples) Se f é simples, segue do caso acima sem dificuldades, pela prépria

definicao de fungao simples.

e (Fungdo positiva qualquer) Seja 0 < s < f, onde s é simples e mensuravel. Entdo,

dada uma familia {E,} de conjuntos mensuraveis dois a dois disjuntos, tem-se que

IuEn:/ sdu:Z/ sduSZ/ f du, pois 0 < s < f, em cada FE,. Dai,
UE, n JEn n JEn

[ san<> [ fdu,ouseia, (UE,) < Y 6(Ey).
UE, n 7 En
Vamos mostrar agora que, para E, F© € M, com ENF = (), temos ¢(FE U F) >
O(E) + o(F).
Dado € > 0, tome s,t funcoes simples mensuraveis, com 0 < s,t < f, tais que
Ig(s) >/ fdp—eelp(t) >/ fdu—e.

E F

Sem perda de generalidade, podemos supor que s = ¢ (troca s e t por max{s,t}).

Entao
wEun - [ i
> Ipur(s)
= Ip(s) + Ir(s)
> ¢(E) + ¢(F) — 2e.
Logo,

QEUF) > ¢(E)+ ¢(F).
Portanto, voltando a considerar { £, }, temos, para cada N € N,

O(Unen) = 0(F1UEyU -+ UENU (UpsnyEy))
> ¢(Er) + ¢(Ey) + - + o(Ey) + d(UnsnEn)
> ¢(Er) + ¢(Ey) + -+ + ¢(Ey).

Tomando N — oo, temos que ¢( | | E,) > Y ¢(E,). Portanto, ¢ é o-aditiva.
neN neN

Caso (b) Se f € L(u, X), a fungdo ¢ : m — R dada como acima ¢é o-aditiva.

Para demonstrar esse caso, observemos que, para todo conjunto £ mensuravel,

E C X, temos f € L(u, X), donde ¢(F) = /Ef dup e R.

Sejam f, e f_ as partes positivas e negativas de f, respectivamente.
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Dada uma familia de conjuntos {E,,} mensuréveis dois a dois disjuntos, temos

que

(b(UEn) = fdu

UE,

:/uEn T+ d'u_/uEn J- du
ZZH:/Enﬁdu—Zn:/Enf—du

zznj([Enﬁdu—/Enfdu)
ZZn: [ dn
:Zn:gb(En).

Essa tltima série é absolutamente convergente. O

Corolario 4.6.1. Se A e B sdo conjuntos mensurdveis, A C B, u(B —A) = 0, f
mensurdvel e f >0 ou f € L(n X), entdo / fdu :/ fdpu.
A B

Demonstragao. /fd,u:/fd,u—i—/ fdu:/fd,u—i—():/fdu ]
B A B-A A A

Proposicao 4.6.1. Se f, g sao mensurdveis, E € M e f = g em E, entao

/Efdu=/Egdu-

Demonstracao. Caso f,g > 0. Seja 0 < s < f, onde s é simples e mensuravel. Tome

t = slg, e note que 0 < t < g e, portanto, Ig(t) < / g, mas ¢é possivel provar que
E

Ig(s) = Ig(t). Como s é arbitrario, /E fdu < /Eg dpu, e a outra desigualdade segue por

simetria.

No caso geral, basta observar, da definicao de integral, que / f= / fi—
E E

/Ef—sz%—ﬁEg—:/Eg. O

Definig¢ao 4.6.1. Dada uma propriedade p(x) para x € X, dizemos que p(z) se verifica
quase sempre em X, denotamos por q.s., quando essa propriedade vale em todo X, exceto

em um subconjunto de X com medida nula.

Por exemplo, se f,g: X — R, f = g quase sempre em F escrevemos f = g,

q.s.

Corolario 4.6.2. Se f e g sao mensurdveis e positivas e f = g q.s. em E, entdo

/Efduszgdu-
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Demonstragio. Se A ={z € E f(x) = g(x)}, de forma que pu(E — A) = 0, entao

/Efduz/Afduz/Agduz/Egdu' O

[l < [ 171 dp.

Demonstragio. Sejam A= {x € E f(z) >0} e B={x € E f(z) < 0}. Segue que

[ rdu={  jdu
E AUB
= /A fdu —l—/ f du (% devido & aditividade da ¢)
B

= [ fean— [ - dn

Teorema 4.6.2. Se f € L(u, E), entdo

Por outro lado,

LAt = [ A+ [ 151 du
= [ fean [ fedp+ [ £

o =[f 5~ 7
<[ r- [ r
= [ 11

Por conseguinte,

]

Teorema 4.6.3. Se [ é uma fungao mensurdvel, |f| < g eg € L(pu, E), entio f € L(u, F).

Demonstragao. Por hip6tese, temos que fir < |f| < g. Segue das propriedades da integral
que/fig/g<oo. [
E E

Para o préximo teorema, um dos mais importantes da teoria, vamos considerar
um espago de medida (X, M, u). Esse teorema sera essencial para a demonstracao das
propriedades operacionais, como integral da soma de duas fungoes ser igual a soma das

integrais das mesmas fungoes.

Teorema 4.6.4. ( Teorema da Convergéncia Mondétona) Seja {f,} uma sequécia
de fungoes mensurdveis tais que 0 < f, < fni1, Vn. Suponha que a sequéncia seja
convergente, isto €, que exista nlem fulz) := f(x) para todo x € X. Entao

tim_ [ fu(a) du(z) — [ (@) du(a)

n— 00

para todo E € M
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Demonstracao. Sabemos que {/E fu(2) d,u(x)} é crescente e, portanto, existe nli_>moo [E fndp €
Ry U {+o0}.

Vamos provar que /E fdu=a.

Em primeiro lugar, note que f,(z) < f(x), Vz. Logo, pelas propriedades da
integral, tem-se que /E fndp < /E f du e, portanto, a < é fdu.

Seja s uma func¢ao simples, mensuravel, com 0 < s < f e considere o conjunto
E,={x € E: folx) >cs(x)}, onde 0 < c < 1.

E claro que £, é mensurdvel e que £, C E, 1, pois f,, < fny1.

Além disso, | | B, = E, pois, dado z € E, f(z) =0= fu(z) =0 =cs(z) e,

neN

portanto, x € E,, Vn.

Por outro lado, se f > 0, entdo cs(z) < f(x) e existe ng tal que f,,(x) > cs(z).
Assim, z € E,,.

Para n € N; vale

[ i [ fd
E En
i/ cs du
En

:c/ s dp.
En

Para justificar a passagem (x), consideremos 0 < f(z) < g(z), Ya € E., Como ji provado

no texto, temos que / fdu < / g du, pois
E E

E claro que / fn du — «. Por outro lado, / s dp = ¢(F,), na notagao do
B

n

Teorema 4.6.1, que afirma também que ¢ é o-aditiva.

Assim como toda funcido o-aditiva, temos que nlew o(E,) — ¢(F), isto é,

lim sd,u—>/sdu.
" E

n—oo /@

Em conclusao, a > c/ s dy. Tomando lim , temos a > / s dp. Como s é
E c—1— E

arbitraria, temos que a > sup / sdu = / f du, com sup tomado sobre todas as fungoes
E E
tais que 0 < s < f. O
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O Teorema 4.6.5 a seguir estabelece uma das mais importantes propriedades
desejadas de uma teoria consistente de integragao, a saber, a de que a integral da soma de
fungoes ¢é igual a soma das integrais. Como foi feito em teoremas anteriores, a demonstragao

sera dividida em casos.

Teorema 4.6.5. Se fi, fo € L(u, E), entao f1 + fo € L(u, E) e /E(fl + f2) dp =
/ fi d,u+/ fo du, para todo E € M.
E E

Demonstragio. Caso (a) Considere as fungoes caracteristicas de Ay e Ay, f1 =14, € fo =

1a,.
Temos f1+ fo=14,-4, +2 14,74, + 14, 4,. Portanto,
[ i+ fdn= p((Ar = 42) N E) + 20 (410 A2) N B) + (A — A1) E)
=pu(A1NE)+ (AN E)
:/Efldqu/Efgdu.

Caso (b)As fungbes sao fungoes simples. Sejam f; = Z a;la, € fo =
i=1
> bj1p,, onde {A;} e {B;} sdo parti¢oes de X.

Jj=1

Como f; + fo = Z (ai +bj) 14, B, entdo

[+ Rldp= 3 (a4 b)) pl(A: 0 By) N E).

i

J

Lo, m

1..
L ,m

L
L m

n
Por outro lado, f; = Z a; 14,, ou seja,
i=1

i=1 i=1 j=1

Também, f; = Z bj 1p,. Portanto,

j=1

/fgdu_Zb]uB NE) =S 0,3 u(B,NENA).

j=1 j=1 i=1

Segue que

[ fdu+ [ frdp= S HANENB) S 0> u(B,AEN A

n

2. a

i=1 j=1 i=1 =1
Z

(a; + b)) 1(A; N B;) N E).

l

<.
I
e
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Caso (c)As fungoes f e g sdo positivas.

Demonstragio. Tome sequéncias { f,,} e {g,} de funcbes simples e mensuraveis que satis-

facam
0< fn < fn—l—l;
0 < gn < gnr1;
fn — f;
Gn —7 9.
Dessa forma, como f, e g, sdo fungdes simples, para todo n, segue que, para
todo n,

| totgndn= [ fudu+ [ gudn
E E E

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, segue que

[Eergdu:/Efdqu[Egdu O

Caso (d) As fungoes envolvidas tém sinais opostos, isto é, f > 0e g < 0.
Vamos avaliar, separadamente, os casos em que a soma é positiva e os tais que a soma €

negativa.

Demonstracao. Considere as seguintes convengoes

By =f{o: f(@)+ () 20}, E_={r: f(a) +g(x) < 0},

e também

/Ef+9du= [E(f+9)+du—/E(f+g)fdu-
Segue que

LU tordn=[ (F+ordut [ (fra-dn=[ f+gdnis)

=0

Note que E., f+ g, e — g sao fungoes positivas. Portanto,

/E+(f+9) +(—9) dp = /E+(f+g) dﬂ+/E+(_g) dy

Isso nos permite concluir que

/E+(f+g)d“:/1;+fd“_/m(_9)d“:/Mder/mgdﬂ-
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Dai, voltando ao ponto em (%), segue que

[ +adn= [ fdu+ [ gdn

Similarmente,

/Eiergdu:[&fdqu/Eigdu-

Segue-se que f + g € L(u, E) e, portando

/f+gdu=/ fdu+/ gdu+/ fdu+/ gduz/fdu+/gdu- O
E E+ E+ E_ E_ E E

Caso (e) Nesse caso, serao avaliadas todas as quatro possibilidades para os

sinais de f e g.
Demonstracao. Iniciamos estabelecendo a seguinte convencao:
E — E++ U E+_ U E_+ U E__,

em que

Eip={z: f(x) =2 0eg(x) >0},
Bo = {r: f(z)>0eg() <0},
B ={r: f(z) <0eglx) > 0},
E__={x:f(z)<0eg(z) <0}

A demonstragao consiste em decompor as integrais em quatro parcelas corres-
pondendo & particio E = E,, UE,_ UFE_, UE__. E importante observarmos que os

casos F e E,_, correspondem, respectivamente, aos casos (¢) e (d) aqui demonstrados.

]

O Corolario 4.6.3 a seguir estabelece um importante resultado envolvendo

convergéncia de séries de fungoes, e pode ser visto como uma generalizagao do Teorema 4.6.5.

Corolario 4.6.3. Seja f, : X — R, mensurdvel, e suponha que Z fulz) = f(x), para
neN

todo x € X. Entdo f é mensurdvel e / flx)dp(z) = Y / fo(z) du(x), para qualquer
E neN’F
EeM.
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Demonstragio. Como f(z) = 7}1_{{)10 > fulz), é 6bvio que f é mensurdvel. Seja Fy(z) =
neN

N
> fa(z), e note que Fyy1(z) > Fy(z), Vz € X, e A}im Fn(x) = f(z). Entao
n—0 — 00

N — o

N
= lim / andu
Ea=o

N — o0

/fdpz lim /FNdM
E E

N

= lim Z/Efndu

N%oon:0

[

A seguir, enunciaremos o famoso Lema de Fatou. Vamos enuncia-lo e, antes da

demonstracao, vamos apresentar um exemplo com o objetivo de elucidar o seu significado.

Lema 4.6.1. (Lema de Fatou) Seja {f,} uma sequéncia de fungées mensurdveis tais
que fr : X = R, f, >0, e seja f(z) =liminf f,(x). Entio, VE € M, temos

[ J@ @) <timint [ f,(@) du(a).

Demonstragio. Para cada n € N, seja g,(x) = ér;f fr(x). Essa g,, assim definida, é uma

funcdo mensuravel, para todo n. Além disso, note que

Gn(2) < gny1(),

e que
f(x) = sup gn(z) = lim g, (),
neN

pois

f(z) =sup inf fi(x).
—_———

neN k2n

gn(af)

Segue-se que / fdu= lim/ gn(x)d .
E E

Por outro lado, temos g,(x) < f,(x), V2. Assim, concluimos que

é%@@ééh@W-

Portanto, segue a conclusao do lema:

/fd,uzlim/gnd,u:liminf/gndu.gliminf/ fndu m
E E E E



Exemplo 4.6.2. Seja g : [0,1] — R

Q
—~
&
N—
I
——
=
V)
9]
&
IA
N= N

Tomada dessa forma, temos que

hz) =g(1 —x) = {

Defina a sequéncia {f,} de tal forma que

fi=g,
f2=h,
f3=9,
fa=h,
Jon = h,
Joant1=9.

1, sex <
0, sex >

NI N
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Para ilustrar o comportamento dessa sequéncia vamos atribuir alguns valores para x e

aplicar na sequéncia. Escolhamos, por exemplo, x = 1/4, x = 3/4 e x = 1/2.

= 1/4:> {f1<I), f2(x>v f3(x)v f4(]}), f5(‘73)7 fﬁ(ﬁ);
:L’:3/4:> {fl(x>’ fZ(I)a f3(l’), f4($), fS(I)a fﬁ(x)u
T = 1/2 = {f1($), fQ(x)a f3($)7 f4(l‘)7 fS(x)a f6($)a

}: {07 ]-7 07 ]-7 07 17 }7
}: {17 07 ]-7 07 ]-’ 07 }7
}: {Oa Oa Oa Oa 07 07 }

Com essa construcao de {f,}, fica 6bvio que liminf f,(x) = 0.

Agora, considere o espago de medida (X, M, ) = ([0, 1], M(m), m), em que m

¢ a medida de Lebesque. Seque que

/ fadm(z) =1/2, Vn
(0,1]

. Esse valor corresponde da drea sob o grifico das fungoes f e h, para x € [0,1]. Esse fato

decorre do Teorema 4.7.1. Além disso, para todo n € N e para todo x € [0, 1], temos que

liminf f,(z) = 0 e, portanto,

/lim inf f,, dm(z) = 0.

Desse fato concluimos, para encerrar o exemplo, que
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1

/lim inf f, dm(z) =0 < 5= lim inf/fn dm(x)

O Teorema 4.6.6 a seguir foi considerado pelo proprio Lebesgue como a sua

obra mais relevante.

Teorema 4.6.6. ( Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)

Sejam f, : X — R mensurdveis, tais que exista nli_)moo fo(z) = f(z), Ve e E C
X. Suponha que existe g € L(p, E), onde E € M, tal que | f,(z)| < g(z), Ve € E,¥n € N.

Entao
/ fdu= lim/ fndpu.
E E

Demonstragio. Para todo n, temos que f, € L(u, E). Note que f € L(u, E) < |f] €
L(p, E), pois |f| = f++f-, e, também, | f,(z)| < g(z). Dai, concluimos que | f(z)| < g(x), 0
que nos garante que f € L(u, E), pois | f,| < g, donde |f,| € L(u, E), ou seja f, € L(u, E).

n—oo

Em particular, g + f,, € L(, E) e g £ f,, > 0. Além disso, g(z) £ fu(z) —
g(z) £ f(x). Dai, pelo Lema de Fatou,

/ gt fdu < liminf/ gt frndu.
E E
Isso implica que

/gmi/f@gMMM/WMi/ﬁm:/gm+MMM/iﬁ@,
E E E E E E

ou seja,

:i:/ fdu < liminf/ + fndu,
E E
isto é , em qualquer caso,

/ fdu < liminf/ fndpu.
E E
Por outro lado,
—/ Jfdp < —limsup/ fn dp,
E E

ou seja,
/ fdu> limsup/ fndp.
E E

Como é sempre verdade que liminf < lim sup, segue que

/ ddu:hminf/ fndp:limsup/ frndp.
E E E

Portanto, existe

1méhm:émw 0
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Observacao: Modificando as f, fora de E, podemos supor que todas as

hipoteses valham, Vz € X.

Corolario 4.6.4. Se {f,}nen € uma sequéncia uniformemente limitada de fung¢oes men-

surdveis e u(E) < oo, entdo / lim f,(z) du = lim/ fn(x)du, desde que lim f,(x) exista.
E E

Demonstragio. Seja M tal que |f,(x)| < M,Vz € E, ¥n, e ponha g = M = M1x.

Temos
/ gdu=Mu(XNE)=Mu(FE) < cc.
E

O resultado segue do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. [

4.7 Comparacao com a integral de Riemann

Lebesgue produziu sua teoria bem depois de Riemann. O modelo classico de
ilustrar a forma como cada um construiu sua integral é a seguinte: imagine que, em um
saco, haja as moedas de 5, 10, 25, 50 centavos e 1 real, e que estejamos interessados em
contar a quantia de dinheiro que ha no saco. Entdo podemos proceder de dois modos

distintos:

1. Podemos contar uma a uma as moedas que vao sendo retiradas do saco, somar seus

valores e obter a quantia final; ou

2. Podemos ir tirando as moedas e ir agrupando-as de acordo com seus respectivos

valores e, por fim, somamos essas quantias e obtemos a quantia total.

Notamos que o segundo modo envolve uma escrita mais elaborada para ser
desenvolvida, em relagdo ao primeiro modo, mas ambas apresentam formas equivalentes
de contagem das moedas. Riemann, ao construir sua teoria de integral, utilizou o primeiro

método, e Lebesgue utilizou o segundo método.

Essa forma de ilustrar o processo no sentido matematico significa que para a
integral de Riemann particionamos o dominio e depois obtemos as imagens correspondentes
aos pontos desse dominio. No entanto, para a integral de Lebesgue, particionamos a imagem
e calculamos a pré-imagem dos valores desse intervalo, que é levado pela funcao na imagem

escolhida.

Geometricamente, ambas as formas de particionar a funcao podem ser observa-
das nas Figuras 9, 10 e 11. Para tais figuras abaixo vamos considerar o caso em que

tomamos uma funcao continua.

A soma superior de Darboux é uma boa aproximacao, por excesso, da area da

funcao sob o grafico, e, como vimos, a integral superior é tomada como o infimo de todas
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Figura 9 — Integral superior de Riemann

Fonte: elaborada pelo autor

as somas superiores que a funcao admite. A medida que refinamos a particdo tomada sobre
o dominio, tomamos cada vez mais valores proximos, e, a medida que prosseguimos com
esse processo, a integral superior tende, no limite, a ter o mesmo valor numérico que a

area da funcao.

Figura 10 — Integral inferior de Riemann

Fonte: elaborada pelo autor

De forma similar a soma superior, a soma inferior tomada sobre todas as
parti¢oes também fornece uma aproximacao para a area da funcao, no entanto, essa
aproximacao é por falta. A integral inferior é definida como o supremo de todas as somas
inferiores e, a medida que tomamos valores no dominio cada vez mais préximos, essa
integral também se aproxima da area da funcao. No limite quando a integral inferior

fornecer o mesmo valor que a integral superior, diremos que a funcao é Riemann integravel.

Para a defini¢ao de integral de Lebesgue, particionamos a funcao de forma

diferente. Vemos, na Figura 11, que a imagem foi particionada e cada intervalo da particao
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Figura 11 — Integral de Lebesgue

¥
Yo ==
Ye
¥ =
'hl{ e

1_-"_1 =
'&'4 —— e

¥ —_
yif — - | W
¥ >
vl — — 3
V=
¥

E, EEE E; Eq E;: EsE; E; E; E; B3 x
8, :ZJ".-"":E. b= wo(E )+ vim(E )+ vim{E )+ vim(E )+ yim(E )+ yomlE, ),

Fonte: (PALARO, 2006, p.145)

¢é formado por uma uniao de intervalos disjuntos. Lebesgue toma um ponto arbitrario
sobre um determinado intervalo e utiliza a medida m(FE;) para representar a medida desse
intervalo. J& vimos, anteriormente, que, se tratando de intervalos da reta real, essa medida
esta associada ao tamanho do intervalo. Para finalizar com sua ideia de integral, Lebesgue
toma o somatorio do produto de cada valor arbitrario de cada intervalo pela medida do

intervalo, e o limite desse somatério fornece o valor da sua integral.

Esclarecidos os aspectos geométricos, passaremos a um resultado que estabelece
a integral de Riemann como um caso particular da integral de Lebesgue. A demonstracao
do teorema é dada para o caso de uma funcao definida em R, mas uma modifica¢ao
conveniente prova um resultado similar para uma funcao f definida num bloco em R™.

Podemos encontrar uma demonstragao similar em (ISNARD, 2009).

Teorema 4.7.1. Se f:[a,b] — R é uma fungao Riemann integrdvel (logo, limitada),
entdo f € L([a,b],m) e

[ f@dnt@) = [t

Integral de Lebesgue Integral de Riemann

Demonstragio. Para cada n € N — {0}, seja P, uma particao do intervalo [a,b] tal

1
que S(f,P,) — s(f,P,) < —. Substituindo cada P, por um refinamento comum de
n

P, Py, -+, P,, podemos supor que P, . é um refinamento de P,.
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Definamos U, (z) = sup f(t) caso x € (z;_1,2;] onde P, = {xg < 21 <
—1<t<z
- < x;} e ponhamos U,(a) = ( ).

inf  f(t) caso x € (z;_1, x;] e Ly(a) = f(a).

Similarmente, seja L, (z
Tj—1 < t < Zq

) =
Entéo temos L, (x) < f(z) < Uy,(x).

Além disso, L,(z) < L, +1(z) e Uy(z) > U, 4 1(x), pois U, +1(z) é o supremo
de f num intervalo I, U,(x) é o supremo de f num intervalo .J, sendo que I C J.

Similarmente quanto a L,,.

Sejam U(z) = lim Uy(z) e L(z) = lim Ly ().

n— oo

Note que

Up(x)dm(z) = Z Mim ((z;—1,2;]) = Z M; vol ((x; 1, x;]) = S(f, Pn)

[a,b] i=1 i=1

e, da mesma forma,

/M Lo(z)dm(z) = s (f, P.).

Como f é Riemann-integravel, f é limitada e, portanto, existe M > 0 tal que

—M < f(z) < MVz € [a,bl,

ou seja,
-M< sup f()<M e —-M< inf f(t) <M.
te(zi_1, x) te(xi—1,xi)
Logo, |L,(z)] < M e |U,(z)| < M, V z, e a fungdo constante M ¢ integravel
em [a, b].
Portanto,
b .
/a f(x)de = lim S(f.P,)
= lim_ b Un(x) dm(z)
T.C.D.L .
= lim U,(x)d
.y Jim, Un) dma)
= U(x)dm(x)
[a, b]
Similarmente,



71

Portanto,
/[ Unl) = L) dm(x) = 0.
a, b

Como

L(z)= lim L,(x) < f(x) e U(z)= lim U,(z) > f(x),

n— oo n— oo
entao U — L > 0, o que nos garante que U = L quase sempre.

Seja E = {x € [a,b] : L(x) # U(x)}. Sabemos que m(E) = 0, e, além disso,
quando = ¢ F, ocorre que f(z) = L(z) = U(x).

Vamos provar que f é mensuravel, isto é, {z : f(z) < a} é mensurdvel, Va € R.

Temos que, se x € E, entao

[@) = L) = U(x) = {z € B+ f(z) < a} U{w & B: (2) = L(x) < a}
={zeF: f(x)<alU(E‘N{z€la, b]:L(x) <a})

é mensuravel, pois {x € F: f(z) < a} C E e L é fungdo mesuravel. Isso prova que f é

mensuravel.

Como f ¢ limitada e m([a, b]) < oo, temos que f € L(m, [a,b]). Também f = L

quase sempre, donde:

/W)} f(x)dm(z) = /[(L ) L(z) dm(z) = /abf(x)dx. O

Matematicamente, o Teorema 4.7.1 tem por objetivo mostrar que toda funcao
integravel no sentido de Riemann em um intervalo também é integravel no sentido de
Lebesgue no mesmo intervalo. Poderemos inferir, também desse teorema, que as fungoes

integraveis no sentido de Riemann estao sujeitas a condi¢oes de continuidade rigorosas.

Na Secao 3.4, foi apresentado o exemplo da func¢do de Dirichlet. Tal funcao
nao ¢é integravel no sentido de Riemann, porque a sua integral superior é igual a 1 e a
sua integral inferior é igual a zero, em qualquer intervalo ndo degenerado [a, b], logo
diferentes. Porém, a funcao é quase sempre zero, nao sendo zero exceto no conjunto dos
racionais do intervalo [a, b]. Esse conjunto tem medida de Lebesgue igual a zero, ou
seja, é mensuravel(isto é, integravel). Logo, a integral da func¢ao de Dirichlet (integral de

Lesbesgue) é igual a zero.

De acordo com (RUDIN, 1976), muito além do fato de que a teoria de Lebesgue
nos permite integrar uma classe muito ampla de func¢des, sua maior qualidade talvez seja a
facilidade com a qual muitas operacoes de limite podem ser tratadas. De acordo com esse
ponto de vista, a convergéncia dos teoremas de Lebesgue pode muito bem ser considerada

como o cerne da teoria.
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Uma das dificuldades encontradas na teoria de Riemann é que limites de algumas
sequéncias de funcoes integraveis no sentido de Riemann podem nao ser integraveis. Essa
dificuldade é eliminada na teoria de Lebesgue, uma vez que os limites de sequéncias de

func¢des mensuraveis sao sempre mensuraveis.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esse trabalho teve por objetivo mostrar, de modo suscinto, a evolucao dos
conceitos ligados aos processos de integracao, bem como os principais contribuintes para
esse desenvolvimento. Vimos que o inicio embrionario da no¢ao de integral remonta a
Grécia Antiga e segue até o inicio do século XX, com as ideias de Lebesgue. Obviamente,
o seu desenvolvimento nao para por ai, mas nos propomos a estudar apenas dentro desse
periodo. Foi feito um breve passeio histéorico com um enfoque maior dado aos conceitos
que envolvem a construcao da integral de Lebesgue. Tal integral tem grandes aplicacoes
em diversas areas, como em Teoria das Distribui¢oes, Teoria das Probabilidades, Analise

Funcional, Equagoes Diferenciais e Calculo das Variagoes, e isso justifica sua escolha.

Foi mostrado que a integral de Riemann é um caso particular da integral de
Lebesgue, e que muitos dos inconvenientes que a integral de Riemann nao solucionou, a
integral de Lebesgue resolveu, ampliando, assim, a classe das fungoes integraveis gragas a
introducao do conceito de medida de um conjunto, no desenvolvimento da sua teoria. Ao
criar sua teoria de integracao baseada na teoria da medida Lebesgue, conseguiu construir

hipoteses mais simples para a integracao de uma funcao.

Esse trabalho cumpriu um objetivo de nos apresentar um tépico de Matematica
avancada nao visto em cursos de licenciatura. Essa exposicao se torna importante porque
abre um grande horizonte no que tange a possibilidade de estudos futuros em curso de
pos-graduacao strictu sensu, cumprindo um dos objetivos da licenciatuta no que tange ao

desenvolvimento de pesquisa em outras areas além do ensino.
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