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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo dos fundamentos matematico envolvidos na
teoria de controle de sistemas lineares invariantes no tempo, com anélise e projeto de con-
troladores baseados em desigualdades matriciais lineares LMIs (do inglés “Linear Matriz
Inequalities - LMIs”). Sao estudados varios conceitos para fundamentar a proposta deste
trabalho, inicialmente é realizado um estudo sobre alguns topicos da algebra linear como,
por exemplo, matrizes, autovalores, matriz simétrica definida positiva e forma quadratica.
Em seguida, sao estudados os conceitos de estabilidade no sentido de Lyapunov, funcao
de Lyapunov, LMIs e estabilidade de sistemas lineares via LMIs. Apds a fundamenta-
¢ao matematica, foi possivel estabelecer condi¢oes de estabilidade de sistemas lineares
realimentados, com projeto baseado em LMIs. Por fim, foi proposta uma aplicacao em
um sistema bola viga, que é um sistema muito utilizado para testar projetos de controle.
As simula¢oes numéricas foram realizadas utilizando o software matematico Matlab, e

comprovaram a eficiéncia da metodologia apresentada.

Palavras-chaves: Sistema de controle. Estabilidade. LMIs. Aplicacoes matemaéticas.



Abstract

This work aims to study the mathematical fundamentals involved in the theory of control
of time invariant linear systems, with analysis and design of controllers based on Linear
Matrix Inequalities (LMIs). Several concepts are studied to support the proposal of this
work, initially a study is made on some topics of linear algebra for instance matrices,
eigenvalues, positive definite symmetric matrix and quadratic form. Next, the concepts of
Lyapunov stability, Lyapunov function, LMIs and stability of linear systems via LMIs are
studied. After the mathematical reasoning, it was possible to establish stability conditions
of linearized systems, with design based on LMIs. Finally, an application was proposed in
a ball beam system, which is a widely used system for testing control designs. Numerical
simulations were carried out using mathematical software, and proved the efficiency of

the presented methodology.

Key-words: Control system. Stability. LMIs. Mathematical applications.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho serd iniciado com um breve exemplo de sistema de controle manual no
dia a dia, que servira de referéncia para ilustrar o que é um sistema de controle.

Segundo (Gonsioroski| (2012) num dia frio em que vamos tomar um banho e precisamos
regular a temperatura do chuveiro elétrico o que se deseja é ajustar a temperatura da agua
o mais préximo possivel de um valor desejado pelo nosso corpo. Nesse contexto o sistema
de controle estd ali fazendo parte do cotidiano, ao abrir o registro, a 4gua passa pelo cano e
entra no chuveiro, fazendo com que a resisténcia elétrica seja acionada, consequentemente
aquecendo a agua. Analisando o processo, percebe-se que a temperatura da agua vai ser
inversamente proporcional a quantidade de agua que passa pela resisténcia do chuveiro,
ou seja, quanto menor o fluxo de dgua passando pela resisténcia, maior é a temperatura.
Entao, para obter dgua mais quente deve-se reduzir a vazao no chuveiro, até alcangar
uma temperatura que o corpo estabeleca como ideal para o banho. Nesse exemplo pode
ser destacado pegas importantes no sistema de controle: o controlador que é o cérebro,
o atuador que é a mao abrindo e fechando o registro do chuveiro, o sensor que serd a
pele sentindo a temperatura da dgua e mandando as informacgoes para o cérebro. Esse é
um exemplo de sistema de controle manual. Estamos cercados por sistemas de controle,
todos os dias deparamos com sistemas controlados automaticamente: um elevador em um
prédio, bracos mecanicos robotizados em processos industriais, satélites de comunicagao,
ar condicionado, etc.

Este trabalho tem como objetivo apresentar os conceitos e fundamentos matematicos
da teoria de controle de sistemas lineares, com projetos baseados em desigualdades ma-
triciais. A teoria de controle que trata do comportamento de sistemas dindmicos tem se
destacado como um importante campo de aplicagoes da matematica e vem sendo ampla-
mente utilizada na sociedade moderna, desde simples aplicacoes até em sistemas altamente
sofisticados. Assim, devido ao grande niimero de aplicagoes, o interesse no estudo de pro-
blemas vinculados a teoria de controle tem crescido e grande parte desses estudos foi
inspirado pelo uso das LMIs, que é uma técnica moderna de analise e projeto de sistema
de controle, no dominio do tempo, que utiliza a descri¢cao de um sistema em termos de n
equagoes diferenciais que podem ser escritas na forma matricial.

Para um sistema dinamico qualquer ser controlado, é importante que se tenha um
modelo matematico preciso e, ao desenvolver técnicas de sistema de controle, sejam elas
classicas ou modernas, é imprescindivel que se perceba a importancia da Matematica para
sua fundamentacao. Com essa visao é que sera destacada uma se¢do onde sao expostos os
conceitos fundamentais da Algebra Linear necessarios para a compreensio e formulagio

dos problemas baseados em LMIs.
Segundo Souzal (2013)),
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Nos ultimos anos tem crescido muito o interesse no estudo de problemas
vinculados a teoria de controle. Boa parte destes estudos estao relaciona-
dos com andlises de estabilidade e o projeto de novos controladores. De
uma forma geral, o grande nimero de estudos foi inspirado pelo uso das
Desigualdades Matriciais Lineares, que aqui, serdao chamadas de LMIs
(do inglés “Linear Matrixz Inequalities - LMIs”). Segundo (BOYD et al.,
1994)), a histéria das LMIs na andlise de sistemas dindmicos remonta
h4 mais de 100 anos, e comeca em cerca de 1890, quando Lyapunov
publicou seu trabalho introduzindo o que hoje chamamos de teoria de
Lyapunov. Naquela época, o teorema de Lyapunov, adaptado para siste-
mas lineares continuos no tempo, poderia ser formulado diretamente em
termos de LMIs. Mas, principalmente na década de 1980 foram abertos
caminhos para que problemas de controle pudessem ser convertidos em
problemas convexos, como por exemplo, com o trabalho de (BERNUS-
SOU; PERES; GEROMEL,|1989)). A partir dai, garantir que um sistema
linear realimentado é estavel é equivalente a encontrar um ganho estabi-
lizante K e uma matriz de Lyapunov P simétrica definida positiva. Em
seguida, apareceram novas condi¢des baseadas em LMIs que garantiam
a estabilidade assintética global de sistemas nao lineares.

Intuitivamente, a estabilidades de um sistema dinamico esta relacionada com a fungao
energia deste sistema. Se a funcao energia do sistema é sempre negativa e decresce com
relagdo ao tempo, as trajetorias tendem a origem (KHALIL, [1996).

A chamada Estabilidade Quadratica, isto é, a existéncia de uma unica funcdo de
Lyapunov, independente dos parametros incertos, assegurando a estabilidade do sistema
para o dominio de incertezas considerado, foi talvez o resultado mais importante da década
de 80 (BARMISH, [1983)). A partir das condicoes de estabilidade quadratica, intimeros
resultados de analise, controle e filtragem robusta com critérios de desempenho puderam
ser desenvolvidos. Essas condi¢oes quase sempre formuladas em termos de desigualdades
matriciais lineares, tornaram-se facilmente resolviveis numericamente com o aparecimento
de pacotes computacionais especializados (GAHINET et all 1995).

A principio, caracterizar um problema de controle ou filtragem na forma de um pro-
blema baseado em LMIs significa na pratica a sua solucdo, mesmo que nao existam so-
lugbes analiticas disponiveis (BOYD et al., [1994). Pode-se dizer que as formulagoes por
LMIs possuem a mesma importancia na teoria de controle robusto que as equagoes de
Lyapunov e Riccati na teoria de controle moderna e as ferramentas graficas, como os
diagramas de Bode, Nyquist e Nichols, na teoria de controle cldssica (DOYLE et al.,
1989). Representar todas as especificacoes do sistema sendo projetado através de um
unico objetivo de controle é bastante restritivo. Deste modo, outra vantagem importante
da abordagem por LMIs é que, como elas aparecem na forma de restricbes no problema
de projeto, elas oferecem maior flexibilidade para combinar varias especificagoes sobre o
sistema a ser projetado (BOYD et al., [1994)).

Segundo Nise e Silva, (2002) a funcdo de transferéncia é uma forma de modelagem
matematica de um sistema, que complementa a equagao diferencial . A func¢do de trans-
feréncia ¢ usada para sistemas lineares, e conduz a uma informacdo mais intuitiva que a

equacao diferencial. Assim serd possivel variar os parametros do sistema e rapidamente
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perceber os efeitos destas mudancas na resposta do sistema. A funcao de transferéncia é
também 1util na modelagem da interconexao de subsistemas através da formacao de um
diagrama de blocos, com uma fun¢dao matematica no interior de cada bloco.

Uma outra forma de modelagem matematica e que sera utilizada neste trabalho, é
a representacao no espaco de estados ou forma matricial. Uma vantagem dos métodos
no espaco de estados é que podem ser usados para modelar sistemas para simulacao em
computadores. Basicamente, esta representagao transforma uma equagao diferencial de
n-ésima ordem em um sistema de n equagoes diferenciais de primeira ordem.

Segundo Nise e Silva (2002)) o computador tem um papel de relevincia a ser desta-
cado no projeto de sistemas de controle modernos. Atualmente dispoe-se de computadores
e programas que fazem os cédlculos fatigantes das tarefas. Em um computador de mesa
pode-se realizar analise, projetar e simular com um programa esse projeto, podendo fa-
zer mudancas e imediatamente testar as alteracoes. Um exemplo deste tipo de célculo
fatigante ficard por conta de encontrar uma matriz definida positiva e um ganho para o
sistema realimentado, que serd realizado via Matlab.

A metodologia estudada neste trabalho utiliza a funcdao quadratica de Lyapunov e
a estabilidade quadratica é utilizada para projetar o ganho do controlador, baseado em
LMIs. O controlador proposto é composto por um tnico ganho K.

Por isso, este trabalho foi dividido da seguinte forma:

No capitulo 2 serdo abordados alguns conceitos da Algebra Linear necessarios para
servir de base para o desenvolvimento do trabalho. A Algebra Linear ocupa papel im-
portante nas diversas areas da Matematica, da Analise a Estatistica, onde se utilizam
constantemente o Célculo Matricial. A importancia da Algebra Linear tem crescido nas
ultimas décadas, os modelos matematicos lineares assumiram um importante papel junta-
mente com o desenvolvimento da informatica e esse desenvolvimento estimulou um notavel
crescimento de interesse em Algebra Linear.

As matrizes serao conceituadas conforme suas caracteristicas, destacando a matriz
simétrica definida positiva, que neste trabalho terd um papel relevante. Serd estudado
os autovalores, que sera fundamental para definicao de uma matriz definida positiva, as
formas quadraticas, que por suas caracteristica tem um papel muito importante na analise
de estabilidade de Lyapunov. Os conceitos da Algebra Linear serdo utilizados também
como base para fundamentagao das proposicoes, teoremas e exemplos que contribuirao
para alcancar o objetivo deste trabalho.

No capitulo 3 é apresentada uma abordagem de Estabilidade, e dentre elas serdao
descritos a Estabilidade quadratica, as Desigualdades Matriciais Lineares, a Estabilidade
de Sistemas Lineares via LMIs e a Estabilidade de Sistemas Lineares Realimentados. No
decorrer do estudo sera visto, que quando se trata de sistema de controle, a estabilidade
é geralmente o fator mais importante a ser determinado.

No capitulo 4 o trabalho sera focado na aplicacao, onde é descrito um sistema bola
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viga e as equagoes diferenciais que governam tal sistema. Serdao utilizados, os conceitos
descritos neste trabalho para reescrever as equagoes diferenciais na forma matricial, fazer
em seguida a troca das varidveis de estado e de posse das constantes definidas para o sis-
tema em questao, serdo extraidas as matrizes que regem o sistema. A simulagdo numérica
da aplicacao do sistema bola viga tera como finalidade exemplificar a metodologia apre-
sentada, e foram realizadas implementacoes computacionais através do software Matlab.

No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes do trabalho e as expectativas quanto ao
futuro desta metodologia.

Ao final, s@o mostrados Apéndice A, os algoritmos usados no Matlab para a resolugao

das LMIs que fizeram parte da simulacao numérica deste trabalho.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE ALGEBRA LINEAR

Para iniciar os estudos, vai ser feito o uso de alguns conceitos que serao de fundamental

importancia no decorrer deste trabalho.

2.1 Matrizes

Chama-se matriz de ordem m por n a um quadro de m X n elementos, (nimeros, po-
lindmios, fungoes, etc.) dispostos em m linhas e n colunas. Os elementos de uma matriz

podem ser numeros (reais ou complexos), funges, ou ainda outras matrizes.

Seja A uma matriz de m linhas por n colunas, podemos representar esta matriz da

seguinte forma:

aix a2 a3 ... Qain
a1 a2 a3 ... Qa2p
Amxn = laijl,n =1 @31 as2 azz ... asp |, 1<i<m, 1<j<n,
| @ml1 Am2 am3 --- amnp |

onde 7 indica a linha e j indica a coluna a que o elemento pertence.

2.1.1 Matriz Coluna

Uma matriz é dita matriz-coluna, quando possui uma tunica coluna (n = 1).
a1

a1
A=

am1

Observacao 2.1.1. Essa matriz representa as componentes vetoriais de um vetor em um

espaco vetorial de dimensao n, e por isso pode ser chamada de vetor coluna

2.1.2 Matriz Linha

Uma matriz é denominada de matriz-linha, quando possui uma tnica linha (m =1).

AZ[au aig ... aln}-

Observacao 2.1.2. FEssa matriz pode ser chamada de vetor linha.
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2.1.3 Matriz Retangular

Uma matriz é dita retangular quando o seu niimero de linhas é diferente do nimero

de colunas (m # n).

all a2 ... QAlp

a1 a29 ... a9p
A=

aml aAm2 .- Amn

2.1.4 Matriz Quadrada

Uma matriz é dita quadrada quando o seu niimero de linhas ¢é igual ao ntimero de
colunas (m =n). Por conseguinte, diz-se que a matriz é de ordem n X n ou simplesmente

de ordem n. Matematicamente, escreve-se: A, xn.

a1l a1z ... Qip

agr a2 ... QAa2n
Anxn =

anl an2 ... QApp

2.1.5 Matriz Identidade Quadrada

Uma matriz é dita identidade quadrada quando apresenta na disposicao de seus ele-

mentos a;j = 1, para i = j e a;; = 0, para i # j.

2.1.6 Matriz Triangular

Uma matriz e dita triangular superior se essa matriz é quadrada e todos os elementos

abaixo da diagonal principal sao nulos, isto ¢, m =n e a;; =0, para i > j.

Exemplo 2.1.1. As matrizes A e B abaizo sio exemplos de matriz triangular superior e

inferior, respectivamente

a1l a2 a3 a;1r 0 0
A=| 0 ag axy |, B=1|az axp 0

0 0 as3 agr aszz ass
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2.1.7 Matriz Transposta

A matriz transposta da matriz A, de ordem m por n, é uma matriz denotada por AT,

de ordem n por m, que se obtém da matriz A permutando as linhas pelas colunas de

A:[a b c]
d€f2><3

mesmo indice. Assim, se

Entao,
a d
AT =1 p e
¢ f 3%x2

Propriedade 2.1.1. Propriedades da Matriz Transposta:

i) (A+B)T = AT 4 BT a transposta de uma soma de matrizes ¢ igual d soma das

transpostas dessas matrizes;

it) ()\A)T = MAT, a transposta do produto de um escalar por uma matriz € igual ao

produto do escalar pela matriz transposta, onde lambda é qualquer escalar;
i) (AT)T = A, a transposta da transposta de uma matriz é ela mesma;

) (AB)T = BT AT 4 transposta do produto de duas matrizes é igual ao produto das

transpostas de cada uma das matrizes, em ordem inversa.

2.1.8 Matriz Inversa

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, dizemos que A é inversivel ou nao singular

se, e somente se, existe uma matriz B, também de ordem n, de modo que:
AB=BA=1,,
caso essa matriz B exista, é tnica e chama-se inversa de A, e serd representada por A~!.

Observacao 2.1.3. Caso a matriz A ndao possua inversa, dizemos que A ¢ singular, ou

nao invertivel.

2.1.9 Matriz Simétrica

Uma matriz é chamada de simétrica se, e somente se, é igual a sua transposta, isto é,
se A= AT,
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Observacao 2.1.4. Uma matriz quadrada de nimeros complexos que € igual a sua trans-
posta conjugada € dita hermitiana, em caso de ser formada de elementos reais, essa

matriz € a simétrica.

2.2 Multiplicacao com Matrizes

2.2.1 Multiplicacao de um niimero por uma matriz

Seja A = [a;j]mxn uma matriz real, e @ um nimero real dado. O produto de a por A

é uma matriz real m x n da forma

aall aal2 ... QQlp

aagl aagy ... Qdgn
aA =

alml AQm2 ... CQmnp

Propriedade 2.2.1. Sejam A e B matrizes de ordem m x n. Para quaisquer que sejam

0s numeros reais o e 3, valem as sequintes propriedades:
i) (aB)A = a(BA);
i) (a+B)A=aA+[A;
iii) a(A+ B) =aA+BB;

iv) 1A= A.

2.2.2 Multiplicacao entre Matrizes

Definicao 2.2.1. Sejam as matrizes A = [aijlmxn, B = [brslnxp € C = [Cuv|mxp. A mul-

tiplicagc@o da matriz A pela matriz B, serd definida como: AB = [cyv|mxp, sendo

n
Cyp = Z Aukbky = Ayl + -+ Qunbpo-
k=1
Observacao 2.2.1. O produto entre duas matrizes A = [a;jlmxn € B = [brslnxp, 50 serd
possivel, se o numero de colunas da primeira for igual ao niumero de linhas da sequnda.

Assim, a matriz-resultado C' = AB serd de ordem m X p.

Observagao 2.2.2. O elemento ¢y, € obtido, multiplicando os elementos da u-ésima linha
da primeira matriz pelos elementos correspondentes da v-ésima coluna da sequnda matriz,

e somando estes produtos.
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Para ilustrar, seja Asx3 e Bsgxa, o produto AB é uma matriz Caxo tal que:

vt a a b1 bi2
11 a2 a3
Coxo = bar by | =
a1 a2 23
b31 b3z

a11bii +ai2ba1 +ai3bs1  ainbiz + aigbea + aizbsz ] _ [ ci 2 ]

Coxa =
a21b11 + a22b21 +ag3b31  a21b12 + ag2bos + as3bso

€21 (€22

Propriedade 2.2.2. verificada a possibilidade de operacao entre as matrizes, as sequintes

propriedades sao vdlidas:
i) a multiplicagio de matrizes em geral nao é comutativa (AB # BA);

it) dada duas matrizes A e a matriz identidade I, ambas de ordem n, a multiplica¢io

dessas matrizes ¢ comutativa e a matriz produto é igual a matriz A, isto é, Al =

TA=A;

iti) A(B+C)=AB+ AC, vale a distributiva d esquerda da multiplicacao, em relagao a

soma;

i) (A+ B)C = AC + BC, wvale a distributiva d direita da multiplicacao, em relagio a

v) (AB)C = A(BC);
vi) (AB)T = BT AT,

vii) 0A=0 e A0 =0, sendo 0 a matriz nula.

2.3 Autovetor e Autovalor de um operador linear

Definicao 2.3.1. Seja T :V — V um operador linear. Um vetor v eV, sendo v #0, € o

autovetor do operador T se existe A € C tal que
T(v) = Av. (2.1)
O nimero X tal que T'(v) = Av é denominado autovalor de T associado ao autovetor v.

Observacao 2.3.1. Por defini¢ao, um vetor v # 0 é o autovetor se a imagem T (v) for
um mailtiplo escalar de v. No R? e R? diriamos que v e T(v) tém a mesma direcio. Assim,
dependendo do valor de A, o operador T dilata v, contrai v, tnverte o sentido de v ou o
anula no caso de A =0. Os autovetores também sao chamados de vetores caracteristicos
ou vetores proprios e os autovalores também sdo chamados de valores caracteristicos ou

valores proprios.
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2.3.1 Determinacao dos autovetores e autovalores

Seja o operador linear T : R™ — R cuja matriz na base canonica é:

a1 a2 -+ Qaip

a1 a2 -+ a2p
A=

apl Gp2 - dnn

Sendo v autovetor e A autovalor do operador 7', tem-se que:
Av = D,
entao
Av— v =0. (2.2)

Sabendo que v = [v, com [ sendo a matriz identidade, substituindo em (2.2)), segue
que:

Av—ANv=(A—-X)v=0. (2.3)

Note que essa equacgao resulta em um sistema homogéneo, pois todas as equacgoes
apresentam termos independentes iguais a zero, portanto, ele admite uma solugao onde
todas as variaveis sao nulas.

Para que o sistema admita solu¢des nao nulas, ou seja v # 0, devemos impor que

det(A— ) = 0. (2.4)
Assim,
ail—A a2 - Qi
a1 a2 —A -+ a, 0
anl an2 s Apn — A

A equagao det(A— ) =0 é chamada de equagao caracteristica, ou polindémio carac-
teristico do operador T', ou da matriz A.

Os vetores v # () para os quais existe um A que resolve a equagao sao chamados
de autovetores da matriz A.

Para se encontrar os autovetores basta substituir o valor do autovalor na equagao ori-
ginal e encontrar o autovetor. O autovalor serd, entao, associado ao autovetor encontrado.

Na verdade, o autovetor encontrado forma uma base para o espaco de solucdo da
equacao , dado o respectivo autovalor. Logo, qualquer multiplo do autovetor também
é um autovetor.

Portanto, sendo A a matriz candnica que representa um operador linear T, tem-se:
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i) Os autovalores A de T' ou de A: sdo as raizes da equagao (2.4,

ii) Os autovetores v de T ou de A: para cada A, sdo as solugoes da equacdo (2.3), ou

seja, Av = .

Exemplo 2.3.1. Seja T : R? — R? | tal que T(x,y) = (4v +5y,22 +y) é um operador
linear. Vamos encontrar seus autovalores e autovetores. Notamos que o operador T pode

ser escrito da sequinte forma:

T x :[4 5 [m]: 4x + 5y
Y 2 1]y 2r+y
sendo )
I ] |
121
Para encontrar os autovalores resolvemos a equagao caracteristica  det(A— M) = 0.
Assim,
4—X 5 9
5 11 =0=4-AN)(1-X)—-10=0=X"-5A—6=0=A=—-1 ou A=6.
Portanto, A = —1 e A =6 sdo os autovalores do operador T e/ou da matriz A. Para

encontrar os autovetores basta substituir cada autovalor X encontrado no sistema ([2.3)).

Assim, para A = —1,

(A—)\I)v:O:>[4_(_1) : }[CE]:[()]#{ betdy =0 = x=—y.
2 1—(-1) Yy 0 2042y = 0

Entao, v1 = (—y,y) sendo um de seus representantes o vetor vi’ = (—1,1).
Para A =6,

4—-6 5 0 —2rx+by = 0 5
(A= M)v=0= = = T oy =T =_y.
2 1-6 Y 0 20—5y = 0

. T , 5 T
Entao, vy = [ gy Y } sendo um de seus representantes o vetor vy’ = { 5 1 ] .

2.4 Matriz Simétrica Definida Positiva

Definicdo 2.4.1. Dizemos que wma matriz simétrica Anxn, ¢ definida se ¥ Az tiver

apenas um sinal para todos os vetores nao nulos em R". Se,
i) 2T Az > 0,Vo € R,z # 0, dizemos que A ¢ definida positiva;

i) 2T Az < 0,Vo € R",2 # 0, dizemos que A ¢ definida negativa;
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iii) o7 Az > 0,Yo € R",2 # 0, dizemos que A é semidefinida positiva;
w) T Az <0,Vr € R,z #0, dizemos que A é semidefinida negativa.

Teorema 2.4.1. Seja Ay« uma matriz real simétrica, dizemos que A € definida positiva

se, e somente se, todos os seus autovalores sao positivos.

Demonstracio. Se A é definida positiva e se XA é um autovalor de A, entdo, para qualquer
autovetor = associado a A,
el Az =X alz =Xz |?.

Logo,
T
xt Ax
[ |
Reciprocamente, suponha que todos os autovalores de A sao positivos. Seja {x1, ...,z }
um conjunto ortonormal de autovetores de A. Se x é um vetor ndo-nulo em R" | qualquer

miultiplo ndo-nulo de x é um autovetor, ja que
Alarx) = aAx = oz = Max),

entao = pode ser escrito como

r=a1r1+ax2+ ... +apTy
onde

o=tz para i=1,..n e i(ai)2:||x||2> 0.
Tem-se que -
ol Ax = (g + ... —l—ana:n)T(al)\lxl + ... tapApzy) = zn:(ai)Q)\i > (minX;) || z H2> 0
i=1
e portanto, A é definida positiva. ]

Exemplo 2.4.1. Considere a matriz A abaizo:
2 =2
-2 5

A:

Entao, utilizando (2.3) para encontrar os autovalores, tem-se que A\ =6 e Ao =1, como

ambos o0s autovalores sdo positivos, conclui-se que A € definida positiva.

2.5 Sistema de Equacgoes Lineares

A solucao de sistemas de equagdes lineares é provavelmente um dos problemas a ser
destacado como de grande relevancia na matematica. Grande parte dos problemas ma-
tematicos encontrados em aplicagoes cientificas e industriais estdo relacionados com a

solugao de sistema linear em alguma parte do processo.
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2.5.1 Equagao Linear

Chama-se de equacao linear, a equagao da forma: ayx1 +asxe +asrs+...a,x, =0, na
qual z1,x2,23,...,2, sdo as variaveis da equagao; ai,as,as,...,a, sao os coeficientes das

variaveis, e b o termo independente.

Definicao 2.5.1. Ao conjunto formado por varias equacoes lineares, chamamos de sistema

de equacoes lineares.

A representacao de um sistema de equagoes lineares com m equacoes e n incdgnitas é

do tipo:
a11r]  a12T2  413T3 ... AipTy = b1
a21T1 a2T2  G23T3 ... ATy = b
as1r1 azT2  a3zr3z ... 3T, = b3
Am1T1  Am2T2  Ap3T3 ... AmpTn = by

Uma solugao desse sistema é uma n-upla de ntimeros (z1,x2,73,...,2,) que satisfaca si-

multaneamente estas m equagoes.

Observagao 2.5.1. O sistema representado acima, pode ser escrito na forma matricial:

ail a2 ... Qin Il b1
a1 a2 ... Q9p i) bQ
. = 9
Aml Am2 ... Qmn Tn b
a1l ... Qin 1
ou seja, AX =B, sendo A= : : a matriz dos coeficientes, X = | : a
Aml - Qmn Tn
by
matriz das incognitas e B = : a matriz dos termos independentes.
bm

2.6 Forma Quadratica

Definicao 2.6.1. Uma forma quadrdtica em n varidveis é um polinomio homogéneo de

grau dois em suas varidveis, ou seja, ¢ uma fungao polinomial F': R" — R tal que:

F(x1,22,...,2y) = allx% +2a197179 + ... + 201,112, + aggx% + . Fagpxoxy + ...+ annx%.
(2.5)
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Sejam x € R™ e A uma matriz simétrica n por n. A forma matricial associada a equacgao

(2.5]) é representada por:

ail a2 ... Qain 1
a2 a2 ... ap T
T
x Axr = [ T T2 ... Tp _ o _ |
a1n A2p o App | | Tn
sendo i
x1 ailr a2 ... Qain
Z2 a12 a2 ... Aa2n
r = e A=
Tn Ain G2n ... Qnn |

Para ilustrar vamos considerar o seguinte polinémio:
F(x,y,z) = 32 — 2zy +5y° + 222 — 2yz + 322
Notamos que ele pode ser escrito da seguinte forma:
F(x,y,2) = 32% — 2xy + 2wz + 5y — 2yz + 322,
Cuja forma matricial associada é dada por:

3 —1 1 x
F(x,y,z):xTsz[w Y z} -1 5 -1
1 -1 3 z

Observacao 2.6.1. Dada a desigualdade x7 Az >0, Va #0, caso a matriz A satisfaca

a desigualdade anterior, ela serd dita definida positiva.

2.6.1 Classificacao da Forma Quadratica

A classificacao de uma forma quadratica pode ser feita por meio do sinal dos seus au-
tovalores. Assim, uma forma quadratica pode ser: definida positiva, semidefinida positiva,
definida negativa, semidefinida negativa ou indefinida.

Seja, F': R" — R, uma forma quadratica como em . Seus autovalores podem ser

encontrados resolvendo o determinante:

|A—M,| =0
sendo A a matriz de ordem n associada a forma quadratica e I,, a matriz identidade de
ordem n, ou seja, devemos resolver o determinante

all — )\1 a2 A1n

a9 a9 — )\2 a9n

ain aon eee Opn— An
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cuja solucao sao os autovalores \;, 1 =1,2,...n.

Propriedade 2.6.1. Seja F' uma forma quadrdtica e \;,i € {1,2,3,...,n}, seus autovalo-

res.
I) F é definida positiva se, e somente se, \; >0, Vi € {1,2,3,...,n};
II) F € semidefinida positiva se, e somente se, \; >0, Vi € {1,2,3,...,n};
IIl) F é definida negativa se, e somente se, \; <0, Vi € {1,2,3,...,n};
IV) F € semidefinida negativa se, e somente se, \; <0, Vi € {1,2,3,...,n};
V) F € indefinida se, e somente se, \; <0 e \j >0, para algum i,5 € {1,2,3,...,n}.
Para ilustrar a Proposicao [2.6.1] vamos apresentar alguns exemplos.

Exemplo 2.6.1. Para classificar a forma quadrdtica Fy : R? — R, tal que,
Fi(z,y) = 202 4 2zy + 2y,

Nota-se que I pode ser escrita da seguinte forma:

2 1
Fy(x,y) = 222 + 22y + 2% = [ Ty } T =27 A
1 2 Yy

Agora, basta encontrar seus autovalores, ou seja, deve-se resolver a equagao

2—-X 1

|A— | =0 <=
1 2—A

=0 = AX=1 ou A=3.

Definindo A\ =1 e Ao = 3 observa-se que A; >0 e X2 > 0 e portanto, F; é definida positiva.

Exemplo 2.6.2. Para classificar a forma quadrdtica Fy : R?2 — R, tal que,
Fy(x,y) = 2® + 4y +4y>.

Nota-se que F» pode ser escrita da seguinte forma:

1 2
Fy(v,y) = 2* + 4wy +4y? = [ Ty } = 2T A
2 4 Y

Agora, basta encontrar seus autovalores, ou seja, deve-se resolver a equagao

1—-XA 2

|[A= M| =0 <~
2 4=

]:0 = A=0 ou AN=05.

Definindo Ay =0 e Ao =5 constata-se que \; =0 e A2 > 0 logo, F> ¢é semidefinida positiva.

Exemplo 2.6.3. Para classificar a forma quadrdtica F3 : R?> — R, tal que,
Fy(x,y) = —42° + 6xy — 492,
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Nota-se que F3 pode ser escrita da seguinte forma:

-4 3
F3($7?J):—4x2+6$y—4y2=[:c y]{ 3 _4] {;] =27 Az

Agora, basta encontrar seus autovalores, ou seja, devemo-se resolver a equacao

—4 -\ 3

|A— M| =0«
3 —4—-)

]:0 = A=-7 ou A=-1.

Definindo \; = —7 e Ao = —1 observa-se que A\ <0 e Ay <0 logo, F3 é definida negativa.

Exemplo 2.6.4. Para classificar a forma quadrdtica Fy : R?> — R, tal que,
Fy(z,y) = —122 + 22y — 192,

Nota-se que Fy pode ser escrita da seguinte forma:

Y

Agora, basta encontrar seus autovalores, ou seja, deve-se resolver a equacao

-1 1
F4(x,y)=—1x2+2xy—1y2=[:v y}{ 1 _1] [x]:xTAx.

—1-A 1

|A— M| =0«
1 —1-A

] =0 = AX=-2 ou A=0.
Definindo Ay = —2 e A9 =0, constata-se que A\ <0 e \o =0 e portanto, F} é semidefinida
negativa.

Exemplo 2.6.5. Para classificar a forma quadrdtica Fs : R?2 — R, tal que,
Fs(x,y) = 2® +4ay +y>.

Nota-se que F5 pode ser escrita da seguinte forma:

1 2
F5($,y)=962+4xy+92={$ y} [ ] [x] — 2T Az
2 1 Y

Agora, basta encontrar seus autovalores, ou seja, deve-se resolver a equagao

1-X 2

|A— M| =0«
2 1—X

]:O = A=-1 ou A=3.

Definindo A\ = —1 e Ay = 3 observa-se que A\; <0 e Ay > 0, logo F3 ¢é indefinida.
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3 ESTABILIDADE

De forma geral, podemos dizer que a estabilidade é o alvo principal a ser determinado
dentro de um sistema controle. Além disso, é uma caracteristica importante para o sistema
de controle, sem ela qualquer outra caracteristica, como a de um bom desempenho nao
faz sentido.

Este capitulo abordara as condigoes de Estabilidade em Sistemas Lineares e a condi-
¢ao suficiente para a estabilidade de sistemas lineares invariantes no tempo proposta em
termos de LMIs.

Em termos mecénicos, pode-se dizer que um objeto estda em equilibrio estavel se,
quando empurrado, ele retoma ao seu ponto inicial depois de suspender o impulso, como
ilustrado na Figura[l] Note que na Figura[2] contém um sistema nao estével, pois o objeto

ilustrado nao retorna ao seu ponto inicial, caracterizando um sistema instavel.

Figura 1 — Estével mecanicamente no sentido de Lyapunov.

Ll Y Y ) I ) D

L Y R T R e I e | { I Y N AN VO P TR T IO N S O N C

Fonte: (ALVES, 2017)).

Figura 2 — Instavel mecanicamente no sentido de Lyapunov.

Fonte: (ALVES, 2017).

3.1 Estabilidade Quadratica

Considere o sistema:

= f(x,t) (3.1)
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sendo x um vetor de estado de n dimensoes e f(x,t) um vetor também de n dimensoes,
cujos elementos sao funcoes de x1,x2,...,x,, € t. Levando em consideragao que o sistema
definido em tem uma Unica solugao para uma dada condigao inicial.

O Estado de equilibrio do sistema é um ponto x, tal que

=0, istoé, f(z.,t)=0. (3.2)

Note que, no caso do sistema linear (3.1f), z. = 0.

Caso o sistema seja linear, e invariante no tempo e f(x,t) = Az, podemos dizer que
existe apenas um estado de equilibrio, e um nimero infinito de estados de equilibrio se A
for nao inversivel. No caso de sistemas nao lineares, pode existir um ou mais estados de
equilibrio, sendo estes estados correspondentes as solugoes constantes do sistema x = x,
qualquer que seja t.

Sendo assim vamos redefinir a equagao substituindo f(x,t) por Ax,

&= Ax. (3.3)

Observacao 3.1.1. Para determinar o estado de equilibrio do sistema, ndao é necessdario
solucionar as equagoes diferenciais do sistema (3.1)), sendo suficiente encontrar a solugao
da equagdo (3.2)).

Definigao 3.1.1. Dizemos que um ponto de equilibrio x., do sistema (3.1)), é estdvel no
sentido de Lyapunov se, para todo € > 0 existe § = (e) > 0 tal que, para toda condi¢io
inicial xg = x(0)

|0 — zel| < 6= [|2(t) — x| <e. (3.4)

Figura 3 — Estavel.

Fonte: (TORRES, [2015)).

Tomando-se um ponto inicial préximo o suficiente de um ponto de equilibrio estével,
os estados do sistema permanecem proximos ao ponto de equilibrio o quanto se queira,

como ilustra a Figura [3
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Definigao 3.1.2. Dizemos que um ponto de equilibrio x., do sistema (3.1)), € assinto-
ticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se ele for estqvel e existir § = 6(¢) >0 tal
que:

|zo — el < 6 = lim z(t) = z. (3.5)
t—o0

A Figura [4 ilustra o comportamento da solugao de um sistema, cujo o ponto de equi-

librio é assintoticamente estavel.

Figura 4 — Assintoticamente Estavel.

Fonte: (TORRES, [2015)).

Como pode ser visto Figura [} tomando-se um ponto inicial préximo o suficiente de
um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, os estados do sistema ficarao proximos a

ele, e convergirao para ele 4 medida que o tempo passa.

Definigao 3.1.3. Dizemos que um ponto de equilibrio x, do sistema (3.1), é global-
mente assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se ele for estavel e, além

disso, para todo xo € R™ temos lim x(t) = x..
t—o0

Sendo assim, uma condi¢ao nescessaria para a estabilidade assintética global é que haja
apenas um ponto de equilibrio em todo o espaco de estados. Em problemas de engenharia

de controle, uma caracteristica desejavel ¢ a estabilidade assintética global.

Definicao 3.1.4. Um estado de equilibrio x. é dito instdvel se para algum nimero real
e > 0 e qualquer nimero real 6 > 0, tdo pequenos quanto se queira, sempre hd um estado
xg, em uma vizinhanga de raio § de x. (S(6)), tal que a trajetoria partindo desse estado

abandona a vizinhanga de raio € de x. (S(€)).
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Figura 5 — Sistema Instéavel.

oo

Fonte: (TORRES, 2015).

Percebe-se, na Figura 5], que tendo iniciado préximo ao ponto de equilibrio, a trajetéria

sai de S(€) e isto implica que o sistema ¢é instavel.

Definigéo 3.1.5 (Funcio de Lyapunov). Seja V : D C R® — R uma fun¢io de classe C'.

Dizemos que V' é uma funcao de Lyapunov se:
i) V(0)=0;
it) V(z) >0, YeeD, x#0;
ii) V(z) <0, Yo €D, #0.

Teorema 3.1.1 (Lyapunov). Dizemos que o ponto de equilibrio xe =0 do sistema (3.1])
¢ globalmente assintoticamente estavel, se existe uma fungdo V : D C R" — R de classe

C' (fungdo de Lyapunov) tal que:
i) V(0) =0;
i) V(x) >0, YreD, x#0;

ii) V(xr) <0, Yoz €D, x#0.

Demonstragio. A demonstragio deste teorema pode ser encontrada, em (HADDAD; CHEL-
LABOINA| 2008, p.138). ]

Exemplo 3.1.1. Considere o sistema

T = —21;
Ty = —x2;
e a fungio V(x1,12) = 23+ 3, sendo x = [x1 x2]T. Vamos mostrar que V é uma funcio de

Lyapunov e que a origem é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel.
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i) Para 11 =0, x2 =0, temos V(x1,72) = 27 + 23, V(0,0) = 0% + 0%, e portanto
V(0,0) =0;

ii) Para V(z1,72) = 25 + 23, temos que quaisquer que sejam os valores de x1 e xo
diferentes de zero, teremos V' (z1,22) > 0;
iii) Para
V(:El,:rg) = 22121+ 22272
= 2%1(—$1)+21]2(—:)§2)
= —22% 213

= —2(2]+3)

e portanto, V(x1,z9) < 0,Vz # 0, pois (27 +23) > 0.

Como as condigoes ), i) e i) foram satisfeitas, V é uma funcao de Lyapunov.

Uma forma simples de encontrar a fungao de Lyapunov é considerar a forma quadratica

V(x(t) = z(t)T Px(t) (3.6)

sendo P uma matriz simétrica definida positiva, ou seja,

ailr a1 ... Qpl 1 (t)

asy a2 ... Gp2 xo(t)
V() =[z1(t) z2(t) ... za(t) |

Anl Gn2 ... Qpn T ()

3.2 Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs

Nesta secao, apresentaremos o conceito de LMIs e outros conceitos basicos relaciona-
dos.

3.2.1 Convexidade

Definicao 3.2.1. Um conjunto X € convexo se Vx,y € R™ e todo 8 com 0 <6 <1 tem-se
que:
Or+(1—-0)ye X.

Ou seja, quando v eye X = [z y| = [fz+(1—-0)y; 0<6<1] CX. Sendo
[z y|] o segmento de reta de extremidades x,y. Logo o segmento de reta que liga dois

pontos quaisquer de X pertence X.
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Definicao 3.2.2. Uma Desigualdade Matricial Linear - LMI é uma expressao da

forma:
n
F(z)=Fy+) zF; -0 (3.7)
i=1
em que r = (x1,T2,...,%T,) € 0 vetor de varidveis de decisio a serem determinadas para
a resolucao da desigualdade; F; = FZ-T € R™™ para i =0,...,n sdo matrizes constantes

simétricas. Quando existe solugao para F(x) = 0, diz-se que a LMI é factivel.

Observa-se que F(x) > 0 significa que F'(z) deve ser definida positiva para todo x, ou
seja, y! F(z)y > 0 para todo vetor y # 0. A LMI (3.7)) é equivalente a um conjunto de n
desigualdades polinomiais em z, obtidas impondo-se que os menores lideres principais de

F(z) devem ser todos positivos. A LMI (3.7)) é uma restri¢do convexa, isto é, o conjunto
{z: F(x) >0}

¢ um conjunto convexo.

A desigualdade (3.7 pode representar uma ampla variedade de restrigdes convexas em
x, tais como desigualdades lineares, desigualdades quadraticas, desigualdades de norma
matricial e restricoes utilizadas em teoria de controle, como desigualdade de Lyapunov e
outras desigualdades matriciais.

Um exemplo de LMI com varidvel matricial é a desigualdade de Lyapunov. Para se

determinar a estabilidade de um sistema via equagao de Lyapunov usamos a relagao:
ATP+PA+Q >0 (3.8)

onde A € R™™ é uma matriz dada, e que P = PT é a varidvel. Em que Q seja uma matriz
positiva qualquer e que qualquer matriz P = PT = 0 se faz necesséria para que a equacao
de Lyapunov seja semidefinida positiva, ou seja, AT P+ PA+Q = 0.

Nem todo resultado da teoria de controle aparece diretamente na forma de LMI, como
a equacao de Lyapunov. Mas algumas ferramentas da algebra matricial ajudam a transpor

estes resultados para uma formulagao de desigualdades matriciais lineares.

Exemplo 3.2.1. Seja F(x) uma LMI,
X9 —Z1 T
F(:L‘)—|: ]>O com x:{xl xg} . (3.9)
—I] 2
Da Definicao m F(x) pode ser escrita da seguinte forma:
2
F($) =Iy+ Z$ze =Fy+ax1F1+ax9Fs =0
=1

ou seja,
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To —X1 00 0 -1 1 0
= + 1 + 29 > 0.
—xr1 2 0 2 -1 0 0 0

Dizer que F(x) > 0, como visto na Defini¢ao é equivalente a escrever,

z9 >0
279 — 23 >0

quando existe solucao, diz-se que a LMI é factivel e a regiao de factibilidade é um conjunto
convexo, como pode ser visto na Figura [6] Um conjunto que representa as duas desigual-
dades polinomiais em z, x2, impondo-se que os menores lideres principais de F'(x) (x2 e

219 — x%) sejam positivos.
Figura 6 — Regiao de factibilidade da LMI (3.9)), considerando = =z e y = 7.

Y

8 a 2 ol 2 4 6 8 10

-2

-6

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.3 Estabilidade de sistemas lineares via LMIs

Teorema 3.3.1. Uma condicdo necessdria e suficiente para que o estado de equilibrio
x =0, do sistema (3.3)), seja assintoticamente estavel é que exista uma matriz P, simétrica
definida positiva (P > 0), tal que:

ATP+PA<O. (3.10)
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Demonstracio. Considere uma candidata a funcdo de Lyapunov  V =zT Pz, sendo P
uma matriz simétrica definida positiva.

Derivando a fungao encontramos:
V(z) =il Pz + 2T Pi. (3.11)

Fazendo a substituicdo da equagao (3.3) em (3.11)) obtemos:

V(z) = (Az)'Pz+42TP(Az)
= 2TAT Py 42T PAx
= 2T(ATP+ PA)z. (3.12)
Logo, para que a equacio ([3.12) seja menor que zero, ou seja, V(z) < 0, para qualquer z

diferente de zero, deve-se impor que a LMI ~ ATP+PA <0 e o estado de equilibrio

x = 0 é assintoticamente estavel. O

3.4 Estabilidade de sistemas lineares realimentados

Considere um sistema linear realimentado, invariante no tempo, descrito na forma de
espaco estado,

t(t) = Ax(t) + Bu(t), (3.13)

sendo z(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de controle, A € R"*" e B € R™*"™,

Considerando a disponibilidade para realimentacao das variaveis de estado, a lei de

controle mais utilizada na literatura é dada por (BOYD et al., 1994):

u(t)=—-Kz(t), KeR™". (3.14)

Ao fazer a substituigao de (3.14)) em (3.13]), temos o sistema realimentado:

#(t) = Az(t) — BKz(t) = (A— BK)xz(t). (3.15)

Teorema 3.4.1. O ponto de equilibrio x =0 do sistema linear dado em (3.13) € global-
mente assintoticamente estdvel, se existem uma matriz simétrica definida positiva X €

R™ ™ e uma matriz M € R™*™ tal que,
XAT + AX —BM - MTBT <0, (3.16)
caso a LMI (3.16) seja factivel, o ganho do controlador é dado por K = M X1

Demonstragdo. Para o sistema (3.13)), uma das fung¢oes candidatas a fungao de Lyapunov
é a funcao quadratica,

V(z)=aT Px. (3.17)



37

Fazendo a derivada da funcao (3.17) em relacao ao tempo durante toda a trajetoria:
V(z) =il Pz 42T Pi. (3.18)
Tomando o sistema como em (3.15)) e substituindo em (3.18)) temos:

V(z) = (Az—BKz)'Pz+a2' P(Az— BKx)

= ((A2)T = (BKz)!)Px+ 2T P(Ax — BKx)
(2T AT — 2T KT BT\ Pz 4 2T P(Az — BK )

= 2T APy — 2T KT"BTPr+ 2T PAz — 2T PBK g

V(z) =2t (ATP+PA—-KT'BT'P - PBK)z. (3.19)
Entéo da equacdo (3.19)), para que V(z) < 0, para todo z # 0:

AP+ PA—KT"BTP—PBK <0. (3.20)

Multiplicando por P~! pela direita e pela esquerda,

P lATpp=ty plpap~t —p-lppgp~' - P l1KTBTppP~1 <0

PAT AP~ —BKP ' - P 'KTBT <0. (3.21)

Fazendo X = P!, a equacdo (3.21)) pode ser escrita da seguinte forma:

XAT + AX -BKX - XKTBT <0. (3.22)
Fazendo KX = M em (3.22)), segue que

XAT v AX —BM - MTBT <.

Assim, a demonstracao estd concluida.
Portanto, o ponto de equilibrio x = 0 do sistema linear dado em (3.13)) é globalmente

assintoticamente estavel, e o ganho do controlador é dado por K = M X 1. O

O Teorema ¢ o principal resultado deste trabalho, visto que, por meio dele é
possivel projetar uma lei de controle, baseada em LMIs, para estabilizar um sistema

linear realimentado e invariante no tempo, dado na forma de espaco de estado.
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4 APLICACAO: SISTEMA BOLA VIGA

O sistema Bola e Viga é um sistema nao-linear e instavel em malha aberta. Este
é um importante modelo no aprendizado de engenharia e sistemas de controle, pois é
de facil implementacao e, consequentemente, permite que inimeras técnicas de controle
possam ser estudadas e pesquisadas. Este consiste de uma viga apoiada pelo seu centro
com angulo de inclinagao que pode variar e uma bola que desliza sobre esta. O objetivo
deste ¢ manter a bola no centro da viga, origem do sistema, quando esta receber alguma
perturbagao, com isso o controle deve atuar no angulo da viga para poder movimentar a

bola e controlé-la, fazendo com que a mesma volte para a origem.

Figura 7 — Sistema BolaViga.

Fonte: (CARDIM et al., [2009).

O sistema mostrado na Figura [7] representa um sistema bola e viga. A viga é acoplada
na saida do eixo de um motor elétrico DC (do inglés direct current) e entao ela pode ser
girada em torno de seu eixo central (dngulo ) pela acdo de um sinal de controle elétrico
(entrada u), que é amplificado e aplicado ao motor DC, gerando por fim um deslocamento
r da bola, sendo que para o nosso sistemas de equagoes r = .

As equagoes diferenciais linearizadas que descrevem a dindmica do sistema Bola-viga
(QUANSER] 2008) sao dadas a seguir:

{ 70+ 60(t) = kop(t) 1)
(1) = kpp0(t) .

sendo:
z(t) a posicao da bola;
0(t) o angulo de carga;
Um(t) = u(t) o sinal do controle;
7,k sdo parametros do fabricante;

2
2mygrarm?y

e kpp = —— 5t
bb Lplate(mbrg"_‘]b)
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A descricao e os valores das constantes sao dados na Tabela [I}

Tabela 1 — Pardmetros do sistema Bola Viga.

Parametro Simbolo | Calor
Massa da bola (K g) my 0,003
Distancia do eixo do motor ao ponto de fixacdo da barra (¢cm) | rarm 2,54
Raio da bola em cm b 1,96
Comprimento da viga (c¢m) Lyiate 27,5
Pardmetro do fabricante rad/sV k 1,76
Parametro do fabricante s T 0,00285
Momento de inércia de uma esfera sélida kgm? Jp 0,046
Parametro do sistema (m/s*rad) Fpp 1,3

Reescrevendo (4.1) temos:

{ ?f(t) = k0 (t) ‘ N & = lfbbg
0(t)=(=1/7)0+ (k/T)vm(t) 0 0
0 —%9+§vm.

Assim, o sistema (4.1]) pode ser escrito no espago de estado como:

i 01 0 0 @ 0
i 00 ky O i 0

= b Tl (). (4.2)
0 00 0 1 0 0

6 00 0 —1/7]||6 k/T

Vamos reescrever o sistema (4.2]) trocando as varidveis de estado. Para isso sera defi-

nido:

{x<t> = n) { it) = At = o) { () = Bt = i)
0(t) = w3() z3(t) = 0(t) = a3(t) ' = I = :
Sendo assim o sistema vai ser escrito como:

jj'l 0 1 0 0 1 0

T 0 0 k 0 T 0

C = ” Nk vm(t). (4.3)
T3 00 0 1 3 0

$4 0 0 0 —1/7’ T4 /{Z/T

Portanto, o sistema (4.3 estd na forma do sistema (3.13) considerando Vj,,(t) = u(t).

Assim,

01 0 0 0
0 0 1,3 0 0
A= ’ , B= . (4.4)
00 O 1 0
0 0 0 —350877 61,7544
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4.1 Simulacoes

O objetivo da simulagao do sistema de controle é conservar a bola na origem. Neste
trabalho considerou-se a condicao inicial da bola, zg = [ 0,5000 0,3000 0,20000 0 }T
e o ponto de equilibrio definido por z, = { 00 0O ] De posse das matrizes A e
B dadas em foi aplicado o Teorema ao sistema , utilizando o software
matematico Matlab, com o YALMIP (LOFBERG] [2004) para solucionar as LMIs, como
pode ser visto no Apéndice A. Assim, foram obtidos a matriz P simétrica definida positiva

e o ganho do controlador K, mostrando que as LMIs, sao factiveis. Assim,

1,6118 2,1934 2,5850 0,7629
2,1934 6,0555 5,9041 2,2958
2,5850 5.9041 8,3044 2,7049

0,7629 2,2958 2,7049 1,6878
(45)

Encontrados o ganho K e a matriz simétrica definida positiva P, a representagao grafica

K =10,0427 0,1034 0,1611 —0,5110 |, P=

da funcéo de Lyapunov, V = 2T Pz, estd ilustrada na Figura .

Figura 8 — Grafico fun¢do Lyapunov.

3.5

Funcao de Lyapunov {V(t))

t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

A simulagao do sistema controlado (4.3), (3.14)) (considerando wu(t) = vy, (1)), e (4.5)),
apresentou as respostas ilustradas na Figura [0 onde sdo apresentadas uma sequéncia de

trés graficos, o primeiro descreve a posi¢do da bola x1(t) a partir do seu estado inicial

e descreve sua trajetoria, a medida que o tempo vai se passando, e percebemos que seu
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Figura 9 — Posicao x(t), angulo 0(t) e sinal do sistema controlado, considerando a condigao
inicial o =[0.5 0.3 0.2 0].

Posigado {cm)
=]
o
/

0.5 ‘

Posigao Angular (rad)

t(s)

Sinal de controle vm (V)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
t(s)

Fonte: Elaborado pelo autor.

estado final é a origem. O segundo mostra a posicao angular z3(t), e partindo de uma
inclinagao inicial (# = 0,2000), vai descrevendo o comportamento angular com o decorrer
do tempo até se chegar no ponto de equilibrio que é a origem. O terceiro é a descrigdo
do comportamento do sinal de controle v, que é a tensao aplicada ao sistema em forma
de realimentagio para mover a barra descrita na Figura [7, que com o decorrer do tempo
esse sinal de controle é nulo, o que significa que a bola atingiu a origem.

O controlador definido para esta simula¢ao mostrou sua eficiéncia levando a bola para

a origem em aproximadamente 6,0 segundos, e exigiu pouco esfor¢o de tensao.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram estudados os fundamentos matematico da teoria de controle de
sistemas lineares invariantes no tempo, com anédlise e projeto de controladores baseados
em desigualdades matriciais lineares LMIs.

Foram estudados alguns conceitos que fizeram a fundamentagao teérica da proposta
apresentada neste trabalho, inicialmente no capitulo 2 foram estudados alguns topicos
da algebra linear, como por exemplo, as matrizes, autovalores, matriz simétrica definida
positiva e a forma quadratica.

Em seguida no Capitulo 3 foram conceituadas, a estabilidade, a desigualdade ma-
tricial linear, a estabilidade quadratica, a estabilidade de sistemas lineares via LMIs, a
estabilidade de sistemas lineares realimentados. Apds ter sido feita a fundamentacao ma-
tematica, foi estabelecida as condic¢oes de estabilidade de sistemas lineares realimentados,
com projeto baseado em LMIs.

Por fim no capitulo 4, foi apresentada uma aplicacao, em um sistema bola viga, que
é um sistema muito utilizado para testar projetos de controle. As simulagoes numéricas
foram realizadas utilizando o software matematico Matlab, com o YALMIP (LOFBERG,
2004). Como pode ser visto na Figura @ o controlador utilizou pouco esforco de tensao
e, ainda assim, o sistema controlado apresentou resposta transitéria apropriada, compro-
vando portanto, a eficicia da metodologia apresentada neste trabalho. Além disso, vale
destacar que com a utilizagao de software matematicos no projeto de controladores base-
ados e LMIs como, por exemplo, o Matlab é relativamente simples, como pode ser visto
no Apémdoce A.

Através da aplicacdo do sistema bola viga, pode-se verificar através das simulagoes
em software matemético, a aplicabilidade deste método no controle de sistemas lineares
invariantes no tempo. Como o projeto é baseado em LMIs, a solu¢do do problema é
relativamente simples de se obter através do uso do computador.

Uma perspectiva futura para o estudo desempenhado neste trabalho, ¢ uma visao
como futuro professor, fazer a utilizacao deste trabalho como exemplo de aplicacao, para
estimular alunos quanto a importancia do estudo das matrizes, transformacgoes lineares e
outros conceitos estudados. Além disso, pode-se pensar em inserir indices de desempenho,

como por exemplo, taxa de decaimento para melhorar o tempo de resposta.
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A APENDICE A

Neste apéndice sera apresentado o algoritmo que foi utilizado no software MATLAB,

para verificar a estabilidade do sistema linear realimentado via LMIs.

clear all

clc

clear all

clc

tau=0.0285

k=1.76

kbb=1.3

A=[0 1 0 0; 0 0 kbb 0; 0 0 0 1; 0 0 O -1/tau]
B=[0; 0; 0; k/taul

n=length(A);
X = sdpvar(n,n,’symmetric’); % Criando a matriz varidvel X nxn simétrica

M = sdpvar(l,n);

B XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX X XXX XXX XXX XXX X XXX XXX XXX XXX XXX XXX
% LXXXXXXXXXXXX LMIs estabilidade XXXXXXXXXXXXXXX
VAR 9.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.00.000.000.000000000000000000000000000

LMI = set(X>0)+ ...
set (A*xX+X*A’-B*M-M’*B’< 0);

#Resolugdo das Lmis e opgles de solvers
opts=sdpsettings;
opts.solver=’1lmilab’;
hopts.solver=’sedumi’;
opts.verbose=0; 7 O n3o aparece o lixo e 1 aparece o lixo
result=solvesdp(LMI, [],opts);

disp C’ WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW CONTROLADOR  WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW )
%Checando a factibilidade:
[p,d]=checkset (LMI) ;

if sum(p<0) ==



disp ("’ #**x**x*x*0 sistema & factivel:kkxkkxkkxkx’)
P=inv(double (X))
M=(double(M)) ;
K=M*P

else
disp(’0 sistema ndo é factivell!’)

end

%Condigdo inicial
x0=[0.5; 0.3; 0.2; 0]

sim(’bola_viga_teste’)

figure(1);

subplot(3,1,1);
plot(tempo,X,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)

ylabel (’Posigdo (m)’)

grid on

subplot(3,1,2);
plot(tempo,teta,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)

ylabel(’Posigdo Angular (rad)’)
grid on

subplot(3,1,3);
plot(tempo,u,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)

ylabel(’Sinal de controle vm (v)’)

grid on
%CONSTRUGAO DO GRAFICO DA FUNGAO DE LYAPUNQV.

figure(2);
plot(tempo,V,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel("t(s)?)

ylabel (’Fungdo de Lyapunov (V(t))?)

grid on
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