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Resumo

Este trabalho combina os conceitos de algebra linear com a teoria de estabilidade de
Lyapunov para fundamentar condi¢oes para a analise de estabilidades e projeto de con-
troladores de sistemas lineares incertos e invariantes no tempo, baseado em desigualdades
matriciais lineares (do inglés “Linear Matriz Inequalities - LMIs”). Inicialmente é rea-
lizado um estudo de tépicos de algebra linear que sao importantes para fundamentar a
teoria de estabilidade de Lyapunov e, consequentemente, a teoria de controle com proje-
tos baseados em LMIs. A metodologia apresentada permite inserir indices de desempenho
como, por exemplo, taxa de decaimento. Para ilustrar a eficiéncia da metodologia apre-
sentada, Simulagdes numéricas e o projeto de controle robusto de um péndulo invertido

fora realizadas. As simulagoes foram feitas utilizado o software MATLAB.

Palavras-chaves: Estabilidade. Incertezas politopicas. LMIs. Aplica¢des de matematica.



Abstract

This work combines the concepts of linear algebra with Lyapunov stability theory to
substantiate the conditions for stability analysis and design of controllers of uncertain
and linear time-invariant systems based on Linear Matrix Inequalities - LMIs. Initially,
a study of linear algebra topics is carried out that are important to substantiate the
Lyapunov stability theory and, consequently, control theory with LMIs based projects.
The presented methodology allows to insert indexes of performance as, for instance, decay
rate. To illustrate the efficiency of the methodology, numerical simulations and the design
of a robust control system for an inverted pendulum, were performed. For the simulations,
the MATLAB software was used.

Key-words: Stability. Polytopic uncertainties. LMIs. Mathematical Applications.
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1 INTRODUCAO

Um dos mais desafiadores problemas da matematica é criar modelos que possam
descrever, com maxima precisao possivel, os fend6menos presentes na natureza e suas apli-
cagoes. A busca por esses modelos matematicos, que reproduzam a natureza e suas intera-
¢oes, tem aumentado em todas as areas do conhecimento humano como consequéncia do
avanco tecnolégico. Uma das dreas que mais avancaram foi a modelagem matemética de
sistemas dinamicos, visto que nas ultimas décadas foram criados sofisticados algoritmos
para a resolucao de problemas que, até entao, eram necessarios dias para encontrar a solu-
¢ao do mesmo. Com o avanco da modelagem matematica, a teoria de controle, que estuda
os projetos de controle de sistemas dindmicos, lineares ou nao lineares, com o objetivo de
“moldar” o comportamento de suas solugoes, ganhou maior visibilidade, se destacando
como um grande e importante campo de aplicacao da matematica, amplamente utilizado
na sociedade moderna, desde simples aplicacdes, como o controle de temperatura de ar
condicionado, até em sistemas altamente sofisticados, como em avides e satélites. Assim,
devido a ampla aplicabilidade, cresceu o interesse no estudo dos problemas vinculados a

sistemas de controle.

Este trabalho apresenta um estudo dos fundamentos matematicos da teoria de
controle de estabilidade de sistemas lineares com incertezas politépicas baseados em desi-
gualdades matriciais lineares (do inglés “Linear Matriz Inequalities - LMIs”), que é uma,
técnica moderna de andlise e projeto de sistema de controle, em func¢ao do tempo, com

grande relevancia cientifica na atualidade.

Segundo Boyd et al. (1994, p.2), apud (SOUZA et al., 2013, p.14) a historia das
LMIs na anélise de sistemas dinamicos surgiram h& mais de 100 anos e comeca em cerca
de 1890, quando Lyapunov publica pela primeira vez o que chamados hoje de teoria
de Lyapunov. Naquela época, o teorema de Lyapunov, adaptado para sistemas lineares
invariantes no tempo, poderia ser elaborado em termos de LMIs. Mais precisamente na
década de 80 foram desenvolvidos meios que possibilitou a conversao de problemas de
controle em problemas convexos, como por exemplo, com o trabalho de Bernussou, Peres
e Geromel (1989). Partindo desse pressuposto, garantir a estabilidade de sistemas lineares
com realimentacao de estado ¢ equivalentemente dizer que estamos procurando um ganho

estabilizante K e uma matriz de Lyapunov P simétrica positiva definida.

Em seguida, apareceram novas condi¢oes baseadas em LMIs que garantiam a es-
tabilidade assintotica global de sistemas nao lineares, principalmente utilizando modelos
fuzzy Takagi-Sugeno como, por exemplo, (TANAKA; IKEDA; WANG, 1998). Nas tltimas

décadas, as metodologias de projetos de controladores baseados em LMIs ganhou muito
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espaco na comunidade cientifica nacional e internacional como pode ser visto, por exem-
plo, em: (RAMOS; PERES, 2002), (MONTAGNER et al., 2005), (CARDIM et al., 2009),
(MOZELLI; PALHARES, 2011), (SILVA et al., 2012), (SOUZA et al., 2013), (SOUZA
et al., 2013), (SOUZA et al., 2014). Para um sistema dindmico qualquer ser controlado,
seja ele linear ou nao linear, é importante que tenhamos um modelo matematico preciso,
e ao desenvolver técnicas de sistema de controle, sejam elas classicas ou modernas, é im-
prescindivel que se perceba a importancia da Matematica para sua fundamentacao. Neste
sentido, este trabalho pretende focar no estudo dos fundamentos matemaéaticos de controle

de sistemas lineares e ficara restrito as metodologias baseadas em LMIs.

O objetivo é fazer uma fundamentacao matematica e andlise da teoria de controle
de sistemas lineares baseado em LMIs. Os resultados obtidos partiram de simulacoes com-
putacionais realizadas pelo software MATLAB com a linguagem do YALMIP (LOFBERG,
2004), com o solver LMILAB (GAHINET et al., 1995).

Como supramencionado, projetos de controladores, baseados em LMIs, com e sem
incertezas na planta e taxa de decaimento, vem se destacando muito na comunidade ci-
entifica e, desta forma, acreditamos que é relevante o estudo de teorias matematicas que
facilite o desenvolvimento de novas técnicas de analise e sintese de controle e o aprimo-
ramento das existentes. Para a realizacdo da fundamentacdo matematica da teoria de

controle baseados em LMIs, este trabalho foi organizado da seguinte forma:

No segundo capitulo capitulo apresenta conceitos preliminares de matrizes, vetores
e suas propriedade, que posteriormente serao usados para o desenvolvimento de algumas
demonstragoes de teoremas que serao necessarios para dissertar sobre a estabilidade de um
sistema linear invariante no tempo. Serao apresentado pré-requisitos fundamentais para
a construcao deste modelo. Sera definido matriz simétrica positiva definida e introduzido
o conceito de conjunto convexo, que terao grande influéncia no estudo dos sistemas de

controles.

No terceiro capitulo é proposto quatro métodos baseados em LMIs para a estabi-
lidade de sistemas lineares no dominio do tempo, sendo estes: Estabilidade de sistemas
lineares, Estabilidade de sistemas lineares com taxa de decaimento, estabilidade de siste-
mas com incertezas politopicas e estabilidade de sistemas incertos com taxa de decaimento.
Serao apresentado a generalizagao dos métodos e teoremas que garante a estabilidade dos

sistema utilizando, respectivamente cada método.

No quarto capitulo, apresenta-se uma aplicagao no péndulo invertido que consiste
em uma haste fixa a um carrinho, sendo ela com possibilidade de movimento angular. A
haste tenta cair sobre o efeito da gravidade, portanto é um sistema naturalmente instavel.
O sistema pode ser estabilizado aplicando uma forca horizontal no carrinho, fazendo a

haste encontrar seu ponto de equilibrio, assim ficando na vertical. E a partir da equacao
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do péndulo sera estudado os resultados das simulagoes realizadas no Software MATLAB.

No quinto capitulo apresenta-se as conclusoes e faz-se um apanhado geral do tra-
balho, descrevendo o que foi feito em cada capitulo e também apresenta-se perspectivas

futuras para a pesquisa da teoria de controle baseadas em LMIs.

Por fim, no Apéndice A, sdo apresentados os algoritmos usados no MATLAB para

a resolucao de LMIs adotado neste trabalho.
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2 PRE-REQUISITOS DE ALGEBRA LINEAR

Neste capitulo vamos discorrer sobre alguns resultados de algebra linear, impor-

tantes para a fundamentar esse trabalho.

2.1 Matrizes

Definicao 2.1.1. Denomina-se matriz m X n uma tabela retangular formada por m-n

elementos dispostos em m linhas e n colunas.

aijp a2 ai3 ... Qain
a1 a2 azz ... azn
azyp agzg2 azz ... asn

| Aml Am2 Gm3 ... Gmn |

De forma geral escrevemos A = Ay, xpn = [aijlmxn, para denotar uma matriz m por
n. Desta forma, estamos informando que o elemento que esta na intersecao da linha i com

a coluna j ¢ igual a a;;, para todos os inteiros i e j, tais que, 1 <i<me 1 <j < n, isto ¢,
A=ajjlmxn, com1<i<m, 1<j<neijeN.

Os ntimeros m e n representam a dimensao da matriz.

Uma matriz que possui uma tunica linha é chamada de matriz linha e, da mesma

forma, uma matriz que possui apenas uma coluna é chamada de matriz coluna.

2.1.1 Matriz retangular
Uma matriz A, «n é dita retangular, se e somente se, m # n.

Exemplo 2.1.1. Seja a matriz Asxg, tal que
6 8 7 9
A—
[ 8 1 2 9 ]
2.1.2 Matriz quadrada

Considere uma matriz m x n, quando m = n, diz-se que a matriz é quadrada do

tipo n X n ou simplesmente de ordem n.
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Exemplo 2.1.2. Considerando a matriz

ailp aiz a3 ... Qin

a21 a2 a23 ... Q2n

A= a3y a32 aszz ... a3znp
| Anl Gn2 Qap3 ... Qnn |

Note que em A a quantidade de linhas e de colunas é exatamente a mesma, portanto

é uma matriz quadrada.

Considerando a matriz quadrada do exemplo (2.1.2):

1. Se i = j, entao a;j pertence as diagonal principal.
2. Se © > j, entao a;; estd abaixo da diagonal principal.

3. Se ¢ < j, entdo a;; estd acima da diagonal principal.

2.1.3 Matriz triangular

Vamos considerar uma matriz quadrada de ordem n. Onde os elementos abaixo da

diagonal principal sdo todos nulos, entdao essa matriz ¢ dita matriz triangular superior.
Exemplo 2.1.3. Seja a matriz M, tal qual
1 -4 5
M=10 1
0
Deforma analoga definimos matriz triangular inferior, basta tomar uma matriz IV,
tal que seus elementos acima da diagonal principal seja todos nulos.

Exemplo 2.1.4. Seja a matriz N, tal qual

I

A~ =
w = O
_ o O

Observacao 2.1.1. Toda matriz triangular € quadrada, entretanto a reciproca dessa afir-

macdo nao é valida.
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2.1.4 Matriz diagonal

A matriz A de ordem n é dita diagonal, se todos os elementos acima e abaixo da

diagonal principal forem nulos, ou seja, a;; = 0 para 7 # j

Exemplo 2.1.5. Seja a matriz diagonal A, tal que

a;r 0 0 ... 0
0 a9 0 0

2.1.5 Matriz identidade

A matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal
sdo iguais a 1 e os outros elementos sdo iguais a zero é chamada de matriz identidade e

seu simbolo é I,,.

Propriedade 2.1.1. Se A é uma matriz quadrada de ondem n, entdo A-I, = A.

2.1.6 Matriz transposta

Definicao 2.1.2. Dada uma matriz A de ordem m X n, a matriz transposta de A € a
matriz, denotada por AT, de ordem nxm que se obtém da matriz A permutando as

linhas pelas colunas de mesmo indice.

Exemplo 2.1.6. Seja a matriz Asxs, tal que:

A=
a1 a2 G23

ail a2 alS]
2x3

entao,

ail a21
T
AY =1 a2 ax

a1z a23 3% 9

Propriedade 2.1.2. Propriedades da Matriz Transposta:
i) (A+B)T = AT + BT
i) (AA)T = AT
i) (AT)T = A

w) (AB)T = BT AT
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2.1.7 Matriz simétrica

Definicao 2.1.3. Seja a matriz A = [aijlpxn wma matriz quadrada. Dizemos que A ¢é

simétrica se A= AT

Outra forma de enunciarmos a defini¢ao 2.1.3 é fazendo igualdades de elementos

de matrizes. Dizemos que uma matriz ¢ simétrica quando a;; = aj;, V4,7, com 1 <1i,5 <n.

Exemplo 2.1.7. Seja a matriz Asxo

6 8
8 1
note que
AT 6 8
8§ 1

logo, a matriz é simétrica, pois A = AT

Propriedade 2.1.3. Se A é uma matriz quadrada, entdo A+ AT é uma matriz simétrica.

2.2 Autovalores e autovetores

Segundo Leon (2011, p.263), autovalores sao

Uma parte comum em nossa vida quer notemos isso ou ndo. Onde hou-
ver vibragbes haverd autovalores, as frequéncias naturais das vibracoes.
Se vocé ja afinou um violao, vocé resolveu um problema de autovalo-
res. Quando engenheiros projetam estruturas, eles se preocupam com
frequéncias de vibracdo de estruturas. Esta preocupagao é particular-
mente importante em regioes sujeitas a terremoto como a Califérnia.
Os autovalores de um problema com condi¢oes de fronteira podem ser
usados para determinar os estados energéticos de um dtomo ou cargas
criticas que causam flexdo em uma viga.

Como pode ser visto os autovalores desenvolvem um papel fundamental nas apli-
cagoes da Matematica e, como veremos a seguir, ¢ muito importante para fundamentar a

teoria de controle e principalmente em projetos baseados em LMIs.

Nesta secao, vamos definir autovalores e autovetores e destacar suas principais

propriedades.

Definicao 2.2.1. Seja T :V — V' um operador linear. Um vetor v €V, v#£0, € um

autovetor do operador T se existir A € R tal que
T(v) = M.

O niamero real A, tal que T'(v) = Av € autovalor de T' associado ao autovetor v.
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Admitindo que A seja a matriz do operador T, da definigao (2.2.1), e que a dimensao

de V' é n, pode-se reescrever a definigdo (2.2.1) da seguinte forma:

Definigao 2.2.2. Seja A uma matrizn xn. Um escalar \ € dito autovalor de A se existir
um vetor ndo nulo v tal que Av = A v. O vetor v é chamado de autovetor associado ao

autovalor \.

“Um vetor v # 0, é vetor proprio se a imagem 7'(v) for um multiplo escalar de
v. No R? e no R? dirfamos v e T'(v) tém a mesma diregao. Assim, dependendo do valor
de A o operador T dilata v, contrai v, inverte o sentido de v ou o anula no caso de
A =0.”(STEINBRUCH; WINTERLE, 1987, p.276)

2.2.1 Determinacao dos autovetores e autovalores

Seja o operador linear T : R” — R"™ cuja matriz na base canonica é:

a1 aiz a3 ... Qin

a1 22 a3 ... Qa2pn

A= a3y azz2 ass ... a3sn
| Anl Gp2 Aap3 ... Qnn |

sendo v autovetor, e A autovalor do operador 7', tem-se que:
Av=X = Av—- v =0 (2.1)

sabendo que v = v, com [ sendo a matriz identidade de ordem n, entdo a equagao (2.1)

pode ser escrita da seguinte forma:
Av—=ANlv=(A=X)v=0 (2.2)

note que essa equagao resulta em um sistema homogéneo de ordem n, onde o termo
independente de todas as equacoes sao iguais a zero, portanto, ele admite uma solucao
onde todas as variaveis sao nulas (solugao trivial). Para que o sistema (2.2) admita solugoes

nao nulas, ou seja, v # 0, devemos impor que det(A — AI) = 0, portanto,

ajp—A a2 a3 ... aip
a1 a9 — )\ ans e aon,
det(A—N)=0¢| ag azy  azgz—A ... ag, | =0 (2.3)
Gnl an?2 an3 cee App— A

a equacao (2.3), isto é det(A— A1) =0, é chamada de equacao caracteristica do operador
T, ou da matriz A, e suas raizes sao os autovalores do operador. De posse dos autovalores

substituimos eles na equagao (2.2) e obtemos os autovetores associados a cada autovalor.
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Exemplo 2.2.1. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador linear T'(v) =
R3 — R3, T(z,y,2) = 3x—y+2,—x+5y — 2,0 —y+32)

A matriz T, na base canonica, é:

3 -1 1
A=| -1 5 -1
1 -1 3

seja A o autovalor de A e v o vetor associado ao \. Assim,
Av=X v (A-AN)v=0 (2.4)

como v # 0, para que o sistema (2.4) admite solucao diferente da solugao trivial, devemos

ter:
33—\ -1 1
det(A—)J) = -1 5=-Xx -1
1 -1 3=
5—A —1 —1 —1 —1 5=\
= (3-)) =
-1 3=\ 1 3—X 1 —1

de (2.5), temos a equacio caracteristica A3 — 11A\? + 36\ — 36 = 0 cujas raizes sdo os au-
tovalores: A\ = 2,A2 =3 e A3 = 6. Para determinar os autovetores associados devemos

considerar o sistema linear homogéneo (2.4).

T
Considerando v = [ Ty z } , 0 sistema (2.4) pode ser escrito da seguinte forma:

3—N -1 1 x 0 B=Nz—y+2z=0
-1 5=Xx =1 |-y |=|0|=4 —z2+B-ANy—2=0 (2.5)
1 -1 3=A z 0 r—y+(3—-XN)z=0

I) Encontrando a autovetor associado ao autovalor 2.

Substituindo A por 2 no sistema (2.5), obtém-se os vetores préprios associado a
AL =2

r—y+z=0
—24+3y—2z=0 (2.6)
r—y+z=0

o sistema (2.6) admite uma infinidade de solugoes, a saber,

y=0
zZ=—-x
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T T
assim, os vetores do tipo v1 = [ r 0 —=x } , 0u V] = x[ 1 0 —1 } , x # 0, sdo vetores

proprios associados a A\; = 2.
IT) Encontrando a autovetor associado ao autovalor 3.

Substituindo A por 3 no sistema (2.5), obtém-se os vetores préprios associado a

A2 = 3.

—y+2=0
—x+2y—2=0 (2.7)
r—y=0

o sistema (2.7) admite uma infinidade de solugoes, da forma,

y=1
=X

T T
assim, os vetores do tipo vy = [ r r x } , OUu Vg = x[ 1 11 } , x # 0, sdo vetores

proprios associados a Ay = 3.
IIT) Encontrando a autovetor associado ao autovalor 6.

Substituindo A por 6 no sistema (2.5), obtém-se os vetores préprios associado a A3 = 6.

—3r—y+2=0
—x—y—2=0 (2.8)
r—y—32=0

o sistema (2.8) admite uma infinidade de solugdes.

y=—2z
z2=x

T T
assim, os vetores do tipo vz = [ r —2r x } ,ouvs=x|1 —2 1 } , x # 0, sdo vetores

proprios associados a A3 = 6.

2.3 Forma quadraticas

Definicao 2.3.1. Seja Ayxn uma matriz simétrica, isto é, A= AT. A funcdio escalar f

R™ — R, tal que f(z) = 2T Az, sendo x um vetor coluna, é chamada de forma quadrdtica.

Para classificar as formas quadraticas em: definida positiva, semi-definida positiva,
definida negativa, semi-definida negativa e indefinida, nés apresentaremos uma defini¢ao
semelhante a definicao 2.3.1, que de fato é de grande importancia para fundamentar o
conceito de LMIs.
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Definigdo 2.3.2. Seja f:R"™ — R, tal que f(z) =z" Az, com A= AT, uma forma qua-
drdtica:
i) Se f(z)=2TAz >0,V 2 € R", x #0, dizemos que f é definida positiva.
ii) Se f(z) =27 Az >0,V £ € R", x # 0, dizemos que f é semi-definida positiva.
iii) Se f(z) =27 Az <0,V 2 € R", x #0, dizemos que f é definida negativa.
iv) Se f(z)=2T Az <0,V 2 € R", x #0, dizemos que f é semi-definida negativa.

v) Se existir # € R”, 2 # 0, tal que f(z) =27 Ar <0e f(z)=2T Ar > 0, dizemos que

a forma quadratica é indefinida.

2.3.1 Matriz simétrica definida positiva

O estudo da matriz simétrica definida positiva se justifica pela grande variedade
de aplicagoes e, devido sua grande importancia para fundamentar o conceito de LMIs,

reservaremos esta secao para o estudo de suas propriedades. Essa se¢ao esta seguindo a
linha de (LEON, 2011).

Definicao 2.3.3. Dizemos que uma matriz simétrica Amxn € definida positiva se a sua

forma quadrdtica associada é positiva definida, isto é, se 2T Ax >0, Vo € R", x #0.

Observagao 2.3.1. De forma andloga, ¢ definicio (2.3.83), podemos definir matriz si-
métrica semi-definida positiva, definida negativa e semi-definida negativa como sendo

2T Ax >0, 2T Az <0, 2T Az <0, respectivamente.

Teorema 2.3.1. Seja Ay, xn uma matriz real simétrica. Entdo, A serd definida positiva,

se somente se, todos os seus autovalores forem positivos.

Demonstragio. Se A é definida positiva e A é um autovalor de A, entao, para qualquer

x € R"™, x # 0, autovetor associado a A,

T Az =Tz = \|z||* V2 +£0,tal que z € R”

logo,
T
xt Az
A= 5 >0
]l
reciprocamente, suponha que todos os autovalores de A sdo positivos. Seja {z1,..., 2}

um conjunto ortonormal de autovetores de A. Se z é qualquer vetor nao nulo em R",

entao = pode ser escrito sob forma

Tr=qQ1r1+aoxo+...+apTy
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no qual

n
o =alx;, parai=1,....ne Za? =z|*>0
i=1
segue-se que
ol Ar = xT(al)\lxl + .. FapAny)
n
= Za%)\i
i=1
> (min\;) ||z)* >0
e, portanto, A é definida positiva. n

Propriedade 2.3.1. Se A ¢é wma matriz simétrica definida positiva, entdo A é nao-

singular.

Demonstrag¢do. Suponha por absurdo que A é singular, entao A = 0 seria uma autovalor de
A, no entanto, por hipotese temos que A é definida positiva, o teorema 2.3.1 nos garante
que todos os autovalores de A sdo positivos, isso nos leva a um absurdo, logo nao podemos

supor que A é singular. a

Propriedade 2.3.2. Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entao det(A) > 0.

Demonstrag¢io. A demonstracao desta propriedade pode ser vista em (LEON, 2011, p.339).
]

Definicao 2.3.4. Dada uma matriz A, n xn, seja A, a matriz formada pelos cantos
superiores 4 esquerda, sempre tomando as r primeiras linhas e colunas, (r=1,2,3...,n).

A, € chamada de matriz lider ou submatriz principal de ordem r de A.

Propriedade 2.3.3. Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entao as submatrizes
principais iniciais Ay, Ag,..., Ay de A, sao todas definidas positivas, entio A, € ndo-
singular e det(A;) > 0.

T
Demonstragdo. Para mostrar que A, é definida positiva, 1 <r < n, seja x, = [ 1 X2 ... Tp }

qualquer vetor nao nulo em R", defina-se
xT:[xl co.ooxe 0 .00
ja que
ol Apx, = 2T Az >0, (2.9)

pois A é definida positiva. Logo, segue-se que A, é definida positiva. n
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Em &lgebra linear, algumas operagoes sao consideradas elementares para manipular
matrizes. Assim, em funcao das propriedades a seguir vamos estabelecer as seguintes

operacoes elementares sobre linhas:

i) Intercambiar duas linhas.
ii) Multiplicar uma linha por um nimero real diferente de zero.
iii) Subtrair uma linha por sua soma a um miltiplo de outra linha.

Definicao 2.3.5. Chamamos de linha pivé a linha usada para eliminar os elementos da
primeira coluna das demais linhas. O primeiro elemento nao nulo da linha pivé é chamado

de pivo.

Propriedade 2.3.4. Se A € uma matriz simétrica definida positiva, entdo A pode ser
reduzida d forma triangular superior, usando apenas a opera¢io sobre linhas (iii) e 0s

elementos pivds serdao positivos.

Demonstracio. Considere a matriz A, x, simétrica positiva definida, entdo da propriedade

2.3.3, temos que, para toda matriz lider A,, det(A,) >0 sendo 1 <r < n.

ail a2 a1z ... Qip

a1 a2 a3 ... G2,

A=| a3 a3z a3z ... asy
| @m1 am2 am3 ... Onn |

note que aj; = det(A;) > 0, assim aj; pode ser usado como elemento pivo e a linha 1 é
a primeira linha pivo. Considere Aglg) o elemento na posigao (2,2) depois que os ultimos
n— 1 elementos da coluna 1 forem eliminados. A submatriz A, foi transformada em uma

matriz

Ay =

ailp a2
0 aélg)

como s6 usamos a operagao de linha (iii), o valor do determinante permaneceré constante,
logo

det Ay = a11aglz)

portanto

(1) _ det(A2> - det(Az)

= 0
22 ail det(Al) -
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1 P .
como agQ) # 0, pode ser usados como pivo no segundo processo do escalonamento. A matriz
As foi transformada em

ail a2 a3

— (1 1)

A3 = 0 Qoo A1y
2

0 0 o

det(A;;) =ail CLSZ) CL%)

detA2
_ 2)
det(A3z) = det(As2) a3y

a(2) _ det(As)
337 det(Ag)

>0

2 A .
como a:(B) # 0, pode ser usados como pivo no terceiro processo do escalonamento. Para

n =k, A;. foi transformada em

(a1 a2 a1z ... ay |

1 1 1

0 agz) agg) ... aé k)

Ap=| 0 0 df aly)
0 0 0 a1 |

det Ay, = a1 aglz) a%)... a,gz_l)
Dy —

det Ap_1
det A
k—1 k
=7 >
Uik detAk_l
paran=~k+1
[ a11 a2 a1z ... apgr |
1 1 1
0 aéQ) ag3) a;k)ﬂ
2 2
Agp1=1 0 0 @:(),3) CLZ(’)k)+1
(k)
L0 0 0 oapiypy

k—1) (k
det A1 = a1 aglz) a:(*)?~-~ al(ck l)al(c—glk—i—l

det Ay,

det Ak+1

Ut 1ht1 = “qora 0

como queria demonstrar. O
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Propriedade 2.3.5. Se A ¢ uma matriz simétrica definida positiva, entdo A pode ser
fatorada em um produto LDTT, no qual L é triangular inferior com 1's ao longo da

diagonal e D é uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao todos positivos.

Demonstragio. A demonstragao deste teorema pode ser visto em (LEON, 2011, p.342) O

Exemplo 2.3.1. Vamos exemplificar a Propriedade (2.3.5), utilizando a matriz A:

4 2 =2
A=1] 2 10 2
-2 2 5

A matriz L é determinada da seguinte forma: Na primeira etapa do processo eli-
minacao, multiplicando a primeira linha por % e subtraindo da segundo e multiplicando
a primeira linha por _71 e subtraindo da terceira. Correspondendo a estas operacoes,

podemos definir 9] = % ely] = _71 Dai obtemos

4 2 =2
AD=109 3
0 3 4
fazendo %Lg — L3 = L39, temos que l30 = %
4 2 =2
U=AP=|09 3
{0 0
portanto
1 00
L=| 3 10
7 5 |
percebe-se que LU = A
1 0 4 2 =2 4 2 =2
i1 09 3 |[=|2 10 2
5 3 00 3 -2 2 5

Para ver que essa fatoracao funciona, vamos ver esse processo em termos de ma-
trizes elementares. A operagao sobre linhas (iii) foi aplicada trés vezes durante o processo
de eliminacao. Isto é equivalentemente a multiplicacdo de A a esquerda por trés matrizes

elementares F, Es e E3. Desse modo,

EsEsF1A=U
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1001 o0o0f[LOO]] 4 2 =2 42 =2
0100 10||51o0f|l2 102 |=[009 3
s 1| FF01|lo0o1]|]-22 5 00 4
E3 Es Ey A U

pelo fato das matrizes serem nao-singulares, tem-se:
A= (ElilEzilEgil)U

quando as matrizes elementares inversas sao multiplicadas nesta ordem, o resultado é
uma matriz L triangular com 1’s na diagonal. Os elementos abaixo da diagonal de L

serdao exatamente os multiplos que foram subtraidos durante o processo de eliminacao:

100 1 00[[100 1 0

By BB =L 10 0 1L0||l01oO]|=| 3 1
1 1 1 1

001||-201]]|0 11 -1 1

Dada a fatoragdo LU de uma matriz é possivel fatorar também em produto DUy,

em que D ¢é diagonal de U; e triangular superior com o niimero 1’s na diagonal.

Un 1 U1 511 511
DU, — Ui | L, Uz

Tem-se que A= LDU;. De forma geral, se A pode ser fatorado em um produto na
forma LDU, em que L é triangular inferior, D é diagonal, U ¢ triangular superior, e, L e
U tém 1’s em sua diagonal, a fatoragdo ¢ tinica. Como A é uma matriz simétrica definida

positiva, entao pode ser fatorada na seguinte forma: LU = LDU; temos:
LDU; = A=AT = (LpU)T =0, " DT LT
se LT = Uy, temos:
A=LDL”

Sendo [ uma matriz triangular inferior e D uma matriz diagonal com elementos positivos.

2.3.2 Teste para definida positiva

Da definigao (2.3.3), o Teorema (2.3.1) e da Propriedade (2.3.3), pode-se estabelecer
os seguintes testes que sdo condigoes necessarias, suficientes e equivalentes para que uma

matriz A = AT seja definida positiva.
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i) 2T Az > 0,Yz #0.
ii) O conjunto de todos os autovalores de A sao positivos.

iii) Todas as matrizes lideres possuem determinantes positivos.

Exemplo 2.3.2. Usaremos o Teste (i) para mostrar que A é definida positiva. Seja a

matriz simétrica.

A = [_2 _1] (2.10)

tome

logo, temos que

$TA1::f(:E1,:B2) = [xl m}[ 2 _1]. 1

—1 2 9
. o -
= [ 201 —x9 —x1+ 279 }
)
= 227 —2xy29 + 223 (2.11)

No6s devemos encontrar o ponto critico de (2.11) e mostrar que ele é ponto de

minimo, para isso, utilizaremos o teste da segunda derivada.

fﬂ?l:O N 4%1—2$2:O
fo =0 —2x1+4x9=0

dai temos, Py = (0,0). Como o tinico ponto critico.

Agora devemos mostrar que o ponto critico Py é o ponto de minimo, ou seja, é o

menor valor que o paraboloide podera assumir. A matriz Hessiana de f é dada por:

it il
o Oz O0x10x2
H(:Cl,xQ) = 82}- 62f
O0x20x1 ox3
assim,
4 =2
H(zy,29) = _ = det H(x1,22) = 12



29

82
como det H(x1,x22) >0 e 927 =

¢ o menor valor que a funcao podera assumir, logo a matriz A é definida positiva, pois
f(z1,22) > 0,¥(x1,22) # (0,0).

O gréfico de f é um paraboloide e pode ser visto na Figura 1.

4> 0, entao Py(0,0) é ponto de minimo e, portanto, f(F)

Figura 1 — Gréfico da fungdo f(x1,72) = 223 — 2x129 + 273

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Exemplo 2.3.3. Usaremos agora o teste (ii) para mostrar que a matriz A. dada em

(2.10), € definida positiva. Para isso, devemos encontrar seus autovalores.

2—-X -1
-1 2-A

det(A—A)=0= =0

A —4\+3=0

logo, os autovalores de A sao A\; =3 e Ay =1, ou seja, sdo maiores que zero e portanto, A

é simétrica positiva definida.

Exemplo 2.3.4. Usaremos o teste (iii) para monstra que a matriz A, dada em (2.10) é

simétrica positiva definida.

detA; = |2]=2 (2.12)
2 -1

=3 2.13
I (2.13)

det A2 = l
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de fato, (2.12) e (2.13) possuem determinantes positivos. Logo, a matriz A, dada em 2.10,

¢ definida positiva.
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3 ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES INCERTOS
VIA LMIs

Este capitulo abordara a definicao de convexidade, estabilidade de sistemas lineares

e condigoes para a estabilidade de sistemas lineares, baseados em LMIs.

3.1 Convexidade

Definicao 3.1.1. Um subconjunto X C R" é chamado de conjunto convexo se dado dois
pontos x1, xa € X o0 ponto genérico (ou segmento) x = Axy1+ (1 —N)za € X para cada
A€ 0,1].

Figura 2 — Conjunto Convexo, considerando z =11 e y = .

Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Exemplo 3.1.1. O conjunto X ={z: Az =b}, sendo A uma matriz m xn e b um vetor

de dimensao m, é um conjunto convezo.

De fato, sejam x1,2x2 € X. Devemos mostrar que
2’ =M1+ (1= N)z2 € X, ou seja, Az’ =b.
como 1,12 € X,Ar1 =0be Axry =0, dai

Mzp = Mb (3.1)
(1-NAzy = (1-\)b (3.2)

somando (3.1) com (3.2), temos

Mz + (1= N)Aze = Ab+ (1= \)b
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assim,
A[Az1+ (1= N)xg] =b.
Portanto

o= r1+(1- Ny € X,
A combinagao convexa pode ser generalizada para n pontos em X
n n
=Y amp ;>0 Y a;=1 (3.3)
i=1 i=1
ou seja, qualquer ponto da forma ajz; + asws + ...+ an Ty, sendo que

n
ZO&Z‘:1 a; >0 (3.4)
i=1

é uma combinagao convexa dos pontos x7...T,

Observacao 3.1.1. E comum na literatura referir-se ds expressoes dada em (3.4) como

simplex unitario.

Definicao 3.1.2. Um ponto x; € X € chamado de vértice se esse ponto ndao pode ser
escrito como combinacao linear de quaisquer outros dois pontos distintos de X . Isto €, se

r=Ar1+(1—N)xg com A€ [0,1] e x1,29 € X = x1 =29 =z, entdo x é um vértice.

Definicao 3.1.3. Um semi-espaco é uma colegio de pontos descristo na forma: HT =

{z:px >k} ou H  ={x:px <k}, com p €R" e k um escalar.

Definicao 3.1.4. Um conjunto poliedral é a intersecao de um numero finito de semi-

espacos. Os conjuntos poliedrais sio convexos e fechados, mas podem nao ser limitado.

Definicao 3.1.5. Um conjunto poliedral limitado é denominado politopo. Sdao regioes
geométricas contido no R™ definidos como uma generalizacao dos conceitos de poligono e

poliedros.

3.1.1 Politopos convexos

Podemos conceituar um politopo convexo como um caso particular de um politopo

com propriedades adicionais.

Definicao 3.1.6. X ¢ um politopo convexo contido no R™, se somente se, V x,y € X e

vV Ael0,1].

A+ (1-NyeX
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Observacao 3.1.2. Note que todo politopo é um conjunto convexo, porém a reciproca
dessa afirmagdo ndao é vdlida. Por exemplo, no plano, um circulo é um conjunto convexo,

porém ndao € um politopo.

Exemplo 3.1.2. Seja X um politopo cujos vértices sao {vy,va...v5}, ilustrados na Figura
3. .

Figura 3 — Politopo convexo

(L} I

Vs

V4

U3

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Todo z € X é escrito da forma: x = Z?:l a;v;, a; =0, z;; a; = 1. Por exemplo:

T, = ;vl ~|—;v2~|—0v3~|—0v4~|—0v5
1 1 1

T2 = §v1+§v2+0v3+§v4+0v5
1 2

T2 = §v4+ 371

3.2 Estabilidade Quadratica

A estabilidade de um ponto de equilibrio é usualmente caracterizada de Teoria de
Lyapunov para sistemas. Uma das condi¢oes fundamentais na teoria de controle baseado
em LMIs é a construcao de fungoes de Lyapunov, tanto para analise de estabilidade quanto

para a sintese do estudo de controladores.

Intuitivamente, a estabilidade de um sistema dinamico esta relacionada com a
funcdo energia deste sistema. Se a funcao energia do sistema é sempre nao negativa e

decresce com relagao ao tempo, as trajetorias tendem a origem (KHALIL, 1996).
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Figura 4 — Comportamento estavel e instdvel, mecanicamente, no sentido de Lyapunov.

i
Y Y Y 6 N0 Y

[ IR

Fonte: Elaboracao do préprio autor

Considere o sistema linear autonomo:
x(t) = Ax(t) (3.5)

O ponto de equilibrio do sistema (3.5) é um ponto z, tal que & = 0.

Note que, no caso do sistema linear (3.5), z. = 0.

Definigao 3.2.1. Dizemos que um ponto de equilibrio x., do sistema (3.5), € estavel no
sentido de Lyapunov se, para todo € > 0 existe § = (e) > 0 tal que, para toda condi¢io
inicial xo = x(0)

|xo — zel| < 6= [|2(t) — x| <e. (3.6)

A Figura 4, parte superior, ilustra o comportamento de uma funcao estavel no

sentido de Lyapunov.

Observagao 3.2.1. Se o ponto de equilibrio ndo € estavel dizemos que ele é instdvel. A

Figura 4, parte inferior, ilustra o comportamento de um ponto de equilibrio instdvel.

Em termos mecanicos, pode-se dizer que um objeto estd em equilibrio estavel se,
quando empurrado, ele retoma ao seu ponto inicial depois de suspender o impulso, como
pode ser visto na parte superior da Figura 4. Percebe-se que o objeto da parte inferior da

Figura 4, nao retorna ao seu ponto inicial, caracterizando um sistema instavel.

Definigao 3.2.2. Nés dizemos que um ponto de equilibrio x., do sistema (3.5), é assin-
toticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se ele for estdvel e existir 6 = §(g) > 0 tal
que:

|xo—xe|| <6 = tlggox(t) = Te. (3.7)
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A Figura 5 ilustra o comportamento da solugdo de um sistema assintoticamente

estavel.

Figura 5 — Comportamento da solugdo de um sistema assintoticamente estavel.

Fonte: (HADDAD; CHELLABOINA, 2008, p.137)

Definic¢ao 3.2.3. Dizemos que um ponto de equilibrio x., do sistema (3.5), é globalmente
assintoticamente estdvel, no sentido de Lyapunov, se ele for estdvel e, além disso, para

todo xog € R™ temos lim x(t) = z..
t—o0

Nesse trabalho, por se tratar de sistemas lineares teremos apenas um ponto de
equilibrio que é a origem e, neste caso, se ela for estavel serd um ponto de equilibrio
globalmente assintoticamente estavel, uma vez que todas as trajetérias convergird para a

origem, independentemente da condi¢ao inicial.

Definicdo 3.2.4 (Funcdo de Lyapunov). Seja V : D C R — R wma fungdo de classe C*.

Dizemos que V' é uma funcao de Lyapunov se:

i) V(0) = 0;
it) V(z) >0, Yee D, x#0;
iii) V(z) <0, Yo €D, x#0.

Teorema 3.2.1 (Lyapunov). Dizemos que o ponto de equilibrio xo =0 do sistema (3.5)
(t = Ax) € globalmente assintoticamente estdvel, se existe uma fungao V : D C R" - R

de classe O (fungio de Lyapunov) tal que:
i) V(0) =0;
it) V(x) >0, Ve D, v#0;

i) V(x) <0, Yo €D, x#0.
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Demonstra¢io. A demonstracao desse teorema pode ser visto em (HADDAD; CHELLA-
BOINA, 2008, p.138). O

Fazendo uma andlise mais genérica, a teoria de Lyapunov garante que, para sis-
temas invariantes no tempo, o ponto de equilibrio é estavel se existe uma funcao escalar
V(z) tal que:

o V(z)>0,Vr#0
o V(z) <0,V #0.
Uma forma simples de encontra a funcao de Lyapunov é considerar a forma qua-

dratica

V(x(t) = 2(t)T Px(t) (3.8)

sendo P uma matriz simétrica positiva definida, ou seja,

ail a1 ... Qapi x1(t)
V(z) = [ z1(t) z2(t) ... wn(t) } a:21 a:22 aiﬂ xQ:(t) : (3.9)
anl an2 ... Qpn fL’n(t)

A condigao V(z) = 27 Px > 0 para todo = # 0, é equivalente a determinarmos uma
matriz P = PT > 0. Se existir essa matriz P podemos dizer que o sistema dinimico é

quadraticamente estavel e que V' (x) é fun¢ao de Lyapunov quadratica.

Exemplo 3.2.1. Considere o sistema

{ L= (3.10)

T2 = —T2;

e a fungio V(x) = 23 + 23, sendo x = [x1 x2]T. Vamos mostrar que V' é uma fungio de

Lyapunov e que a origem é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estdavel.

T T
Notemos que V(z) = 23 +23 =0, se v = { 0 0 } eV(z)<0 Vr# [ 0 0 } .
: T
Agora basta verificar se V(z) <0, Vz # [ 0 0 }

V(r) = a3+a3
V() = 2x1@1+2xoio
= 2z1(—21)+2w2(—x2)
= —2(z34123) <0 ‘v’x#{o O]T
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Teorema 3.2.2. Uma condigdo necessdria e suficiente para que o estado de equilibrio
x =0, do sistema (3.5), seja assintoticamente estdavel € que exista uma matriz P, simétrica
positiva definida (P> 0), tal que:

ATP+PA<oO. (3.11)

Demonstragio. Considere uma candidata a fungao de Lyapunov V(z) = 2T Pz, sendo P

uma matriz simétrica definida positiva.

V(z) = i'Pr+2TPi
= (Az)T Pz +2T P(Ax)
= 2T ATPr+2TPAx
= 21(ATP+PA

Para que V < 0, Yz # 0, devemos impor que 27 (ATP+ PA)x <0, isto é, ATP+PA <
0. ]

3.3 Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs

A equagao (3.11) é uma LMI que no Brasil convencionou-se por chamar de Desi-
gualdade Matricial Linear. As LMIs sao ferramentas matematicas amplamente utilizadas
na procura de solugdes para os mais diversos problemas de otimizagao, controle de sistemas
e, recentemente, identificagao de sistemas. Durante os tltimos 20 anos foram desenvolvidos
algoritmos eficientes que tornaram possivel, de forma confiavel, a solucao das LMIs, sao
os algoritmos do ponto interior. Esses algoritmos exploram a convexidade dos problemas
dados por LMIs para obter resultados numéricos confidveis. A partir de entao, muitos dos

resultados usuais da teoria de controle e sistemas estao sendo reescritos como LMIs.

Nesta se¢ao, apresentaremos o conceito de desigualdades matriciais lineares e outros

conceitos basicos relacionados.

Definicao 3.3.1. Uma Desigualdade Matricial Linear - LMI é uma expressio da forma:

n
F(z)=Fy+> zF; -0 (3.12)
i=1
em que x = (1,22,...,Ty) € 0 vetor de variqveis de decisao; F; € R"*" i=0,...,n, sdo

matrizes constantes simétricas, ou seja, F; = FZ-T.

Note que F(x) > 0 significa que F(z) deve ser definida positiva para todo x, ou
seja, y! F(z)y > 0 para todo vetor y # 0. A LMI (3.12) é equivalente a um conjunto de n
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desigualdades polinomiais em z, obtidas impondo-se que os menores lideres principais de

F(z) devem ser todos positivos. A LMI (3.12) é uma restri¢gdo convexa, isto ¢, o conjunto

{z:F(x) >0}
¢ um conjunto convexo.
Exemplo 3.3.1. Seja a LMI
o I T
F(z) = [ =0 com x = { ) } (3.13)
T 1

da defini¢io 3.12, F(x) pode ser escrito da sequinte forma

2
F(x) = Fo+) ziF;=Fo+xiF+22F -0 (3.14)
i=1
ou seja,
T X1 0 0 0 1 10
= +11 + 22 =0 (3.15)
r1 1 01 0 0

Afirmar que F(x) > 0, pela Propriedade 2.5.3, é equivalente dizer que

det Fi(z) = 22>0
det F(z) = xp—a%>0

que € um conjunto convero, ou seja, um restricao convexa, como pode ser visto na Figura

6.

Figura 6 — Exemplo de LMI

1 1
[ ’
1 1]
1 ’
1 r
i '
\ ]
] (]

1 1]

1
1
1

]
1
]

—-—-—

Fonte: Elaboracao do préprio autor.
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A desigualdade (3.12) pode representar uma ampla variedade de restrigdes convexas
em z, tais como desigualdades lineares, desigualdades quadraticas, desigualdades de norma
matricial e restricoes utilizadas em teoria de controle, como desigualdade de Lyapunov e

outras desigualdades matriciais.

Um exemplo de LMI com varidvel matricial é a desigualdade de Lyapunov dado
em (3.11):
ATP+PA<0

sendo A € R™" uma matriz conhecida e P = P a varidvel, tal que P > 0.

Nem todo resultado da teoria de controle aparece diretamente na forma de LMI,
como a equacao de Lyapunov. Mas algumas ferramentas da algebra matricial ajudam a

transpor estes resultados para uma formulagao de desigualdades matriciais lineares.

3.3.1 Estabilidade de sistemas lineares com realimentacao dos estados

Considere um sistema linear invariante no tempo descrito na forma de espaco

estado,
&(t) = Az(t) + Bu(t), x(0) =z (3.16)

sendo A € R™ " z(t) € R™ o vetor de estado, B € R"*™ a matriz de entrada e u(t) €
R™ o vetor de entrada do sistema. Agora iremos assumir que todos os estados estejam
disponiveis para realimentacao, dai teremos a lei de realimentacao dos mesmos que serd

dada por:

u(t) = —Kux(t), (3.17)

sendo K uma matriz controladora de elementos contantes com K € R

Substituindo (3.17) em (3.16), temos o seguinte sistema com caracteristica de re-

alimentacgao de estado.
i(t) = (A— BK)z(t), x(0) = x¢ (3.18)

Teorema 3.3.1. Uma condi¢do necessdaria e suficiente para que o estado de equilibrio
r =0, do sistema realimentado (3.18), seja assintoticamente estavel é que exista uma

matriz P, simétrica positiva definida, tal que:

XAT + AX —-BG-GTBT <0 (3.19)

X0 (3.20)

se as LMIs (3.19) e (3.20) forem factiveis o ganho do controlador é dado por K = GX !
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Demonstragdo. Considere uma funcio de Lyapunov quadratica V(x) = 2’ Pz. Sendo P

uma matriz simétrica positiva definida, assim de (3.18) nota-se que
Vi) = il Pr+alPi
= [(A—BK)x)" Pz 42" P|(A— BK)x]
= 2T (A—BK)' Pz +2TP(A— BK)x
= 2T[(A-BK)'P+ P(A—-BK)z (3.21)
Para que V(z) <0, Y # 0, devemos impor que 27 [(A— BK)P+ P(A— BK)|z, isto é
(A= BK)'P+ P(A-BK) =<0 (3.22)
P>=0 (3.23)
Definindo X = P~ ¢ G = KX, pré e pés multiplicando as desigualdades (3.22) e

(3.23) por X, temos

XAT + AX - BG-GTBT <0 (3.24)

X0 (3.25)

Se as desigualdade (3.24) e (3.25) forem factiveis, pode-se projetar uma matriz K de

realimentacao de espaco estado que ira estabilizar todo sistema, dado por:
K=GXx"! (3.26)

]

3.3.2 Taxa de decaimento para sistema com realimentagao de estado

Um indice de desempenho que devemos considerar de um sistema controlado é a
velocidade de resposta que o sistema ird oferecer, essa resposta esta associada com a taxa

de decaimento «.

Levando em consideragao o sistema realimentado (3.18), a taxa de decaimento ou
(maior expoente de Lyapunov) é definida em (BOYD et al., 1994, p.66) como sendo a

maior constate positiva «, tal que

. ot o
thrr(l)oe llz(t)|| =0 (3.27)
vale para todas as trajetérias z(t), t > 0.

Podemos utilizar a fungdo quadratica de Lyapunov (3.8) para estabelecer um limite

inferior sobre a taxa de decaimento de (3.18).
V(z(t)) < —2aV(2(t)) (3.28)

para todas as trajetorias.
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Teorema 3.3.2. O sistema linear realimentado (3.18) é quadraticamente estabilizavel,
com taxa de decaimento maior ou igual a a se, e somente se, existem uma matriz simétrica

positiva definida X € R™ " tais que, as sequintes LMIs sao fativeis.

XAT + AX —BG—-GTBT +2aX <0 (3.29)

X0 (3.30)

se as LMIs (3.29) e (3.30) forem factiveis o ganho do controlador é dado por K = GX !

Demonstragdo. Considere uma funcio de Lyapunov quadratica V(x) = 2’ Pz. Sendo P

uma matriz simétrica positiva definida. De (3.28), temos

Viz)+20V = il Pr+2TPi+2aV
= [(A—BK)x|' Pz + 2" P[(A— BK)z] + 202! Px
= 27 (A— BK)T Pz +2" P(A— BK)z 420z P

= 2T[(A-=BK)'P+ P(A—BK)+2aP]z <0 (3.31)

entao
(A—=BK)'P+ P(A—BK)+2aP <0 (3.32)
P =0 (3.33)

Definindo X = P~! e G = KX, pré e pés multiplicando as desigualdades (3.32) e (3.33),

temos teremos as seguintes LMIs:

XAT + AX - BG-GB +2aX <0 (3.34)

X0 (3.35)

Se as LMIs (3.34) e (3.35) sao factiveis, um controlador pode ser projetado que ird esta-

bilizar o sistema realimentado e esse controlador é dado por
K=GX! (3.36)

]
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3.3.3 Estabilidade de sistemas lineares com incertezas politépicas

Considere o sistema linear com incertezas politépicas
i = A(a)z(t)+ Bla ZO‘Z (A;x(t) + Biu(t)), (3.37)

sendo x(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada do controle, A(a) =1 i A;,
B(a) = X1 ; a;Bj, matrizes que representam a dindmica do sistema, com 0 < a; <1 e
S =1,K,={1,2,...,n}, a=|ai,a,...,a,]T, Ay eR™" B; e R™™ i c K,.

O numero de vértices do politopo de incertezas é dado por n = 2", sendo r o niimero
de componente incertas das matrizes A(a) e B(a). As matrizes A; e B; representam os

vértices do politopo de incertezas.

Considerando que todas as variaveis de estado esteja aptas para a realimentacao,

a lei de controle para realimentagao de sistemas incertos sera dada por (3.17).
Substituindo (3.17) em (3.37), obtém-se um sistema realimentado
n
i=A()z(t) — B(a)Kz(t) = (A(a) = B(a)K)x =>_ (A — BiK)x (3.38)
=1
Teorema 3.3.3. O ponto de equilibrio x =0 do sistema linear com incertezas politopicas

dado em (3.38) € globalmente assintoticamente estdvel, se existem uma matriz simétrica

positiva definida X e uma matriz G € R™*™ tais que, para todo i € K.
XA+ A, X -B,G-GTBl' <0 (3.39)
Se (3.39) sdo factiveis, para i € K, o ganho do controlador é dado por K = GX~L

Demonstracio. Considere uma candidata a funcdo de Lyapunov quadratica V = z! Pux.

Assim, de (3.38) nota-se que
V = i'Pr+2"Pi

= [f: ai(A; — BiK)x

i 1

T
Px—+ 2T p

n

S an(Ai - Bz-K)x]

i=1

- Zaz (4; — BK)TP$+:UTPZ@ZA — B;K)x
1=1

i=1 =1

T zn:ai {(Ai—BiK)TP—I—P(AZ‘ —BZ‘K)” x (3.40)
=1

Como a; >0,i€ K, e Y1 a; =1, entdo de (3.40), V <0 Yz #0, se

(A; — BiK)I' P+ P(A; — B;K) <0 (3.41)
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Definindo X = P~! ¢ G = KX, pré e pés multiplicando as desigualdades (3.41) por X,

concluimos a demonstragao, pois obtemos
XA+ A, X - B,G-GTB! <o. (3.42)
O

Teorema 3.3.4 (Boyd et al. (1994)). O sistema linear com incertezas politépicas dado
em (3.38) é quadraticamente estabilizdavel, com taza de decaimento maior ou igual o se, e
somente se, existem uma matriz simétrica positiva definida X e G € R™*™ tais que, para

todo v € Ky, as sequintes LMIs sao factiveis:
XA+ A X -B,G-GT'Bl +20x < 0. (3.43)
Se (3.43) sdo factiveis, para i € Ky, o ganho do controlador é dado por K = GX 1.

Demonstragio. B similar & prova do Teorema 3.3.2, considerando V' (z(t)) < —2aV (z(t)).
[
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4 APLICACAO

Neste capitulo vamos utilizar o péndulo invertido para ilustrar as metodologias de

projetos de controle, de sistemas lineares invariantes no tempo, apresentados no capitulo
3.

Devido a instabilidade natural do péndulo ha um grande ramo de pesquisa re-
lacionado a ele. Este sistema tem sido utilizado como referéncia no estudo de sistemas
de controle, devido a complexidade de suas caracteristicas. Iremos apresentar o modelo

matematico do péndulo, e a partir dele, realizar simulagoes utilizando o software Matlab.
Este capitulo segue a linha de (RIBEIRO, 2006).

4.1 Péndulo invertido

O péndulo invertido é um modelo classico de engenharia que aborda a teoria do

controle e integra os conhecimentos de Elétrica, Matematica, Eletronica e Mecanica.

O péndulo invertido consiste em uma haste fixa a um carrinho, sendo ela com
possibilidade de movimento angular, como pode ser visto na Figura 7. A haste tenta cair
sobre o efeito da gravidade, portanto é um sistema naturalmente instavel. O sistema pode
ser estabilizado aplicando uma for¢a horizontal no carrinho, fazendo a haste encontrar seu
ponto de equilibrio, assim ficando na vertical. O sistema admite como entrada a forca u
usada para movimentar o carrinho horizontalmente e, como saida, a posicao angular do

péndulo # e a posicao horizontal do carrinho x.

Figura 7 — Péndulo invertido

v

@) O

Fonte: (RIBEIRO, 2006, p.71).



As equagdes do movimento do péndulo sdo dadas por

(M 4m)i +mlf cosf —mih?send = u

ml cos0i —mlfisend +mi%0 — mglsend = 0

u=av—bx

Os valores numéricos de a e b e os demais pardmetros sao descritos na tabela.

Tabela 1 — Valores dos parametros do péndulo invertido.

Pardmetro Simbolo Valor Unidade

Centro de gravidade a haste 1 0,305 m
Massa da haste m 0,21 kg

Massa do carro M 0,4573 kg

Aceleragao da gravidade g 9,81 m/s?
Dados de placa a 1,7378 -

Dados de placa b 7,6832 -

Das equagoes (4.1) e (4.2), tem-se

0=0
g — (M-+m)gsenf—mlf%send cos 0+ (M~+m)fisend—ucosd
- (M +msen20)
=21
- mlézsenﬁ—mgsenecos@—méﬂbsen@cos@—i—u
- M+msen?0
substituindo o valor de u, tem-se:
0=0
b — (M +m)gsenfd—ml62send cos 0+(M+m)bisend—(av—bi) cosd
- I(M +msen20)
i=i
= m192sen9—mgsen9 cos —mbisend cos +av—bi
- M+msen?20
ou seja,
0=10
9’ _ (M+m)gsenf—mif%send cos O+(M~+m)fisend+bi cos l—av cos
- 1(M+msen20)
T=2T
= mléQSentmgsenecosHfméx'sené)cosé)fb:'wrav
- M +msen20
0 0 0
i (M+m)g senf—m(send)(0)? cos 0+bi cosd . acosf
_ I(M+m sen20) + I(M+m sen?0
T x 0
i ml(0)2—m g senf—bi: a
L (M+m sen20) ] (M+m sen?0)

(%

45

(4.5)

(4.6)
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. T T
apos a linearizacao do sistema préximo ao ponto de equilibrio [ 00 = & } = { 0000 } ;

temos
0 0 10 0 0 0
. M_"_) b .
01 _| “5ite 00 5 || 6 | o, (4.8)
i@ 0 00 1 T 0
i mg 0 0 2 i@ &

4.2 Simulacoes

O objetivo da simulagdo numérica do sistema de controle é fazer com que a haste
do péndulo invertido permanega em “pé”. Vamos dividir as simulagoes em quatro casos.
Caso 1: Estabilidade; Caso 2: Estabilidade com taxa de decaimento; Caso 3: Estabilidade

com incertezas e Caso 4: Estabilidade sistemas incerto com taxa de decaimento.

Considerou-se a condicao inicial 29 = [{5 0 0,1 0]” e o ponto de equilibrio z, =
[0 00 0]7. As simulacdes computacionais foram realizadas utilizando a linguagem do
YALMIP (LOFBERG, 2004), com o solver LMILAB (GAHINET et al., 1995).

Para interpretacao dos resultados expressos nas Figuras 8, 9, 10 e 11, geramos trés
graficos em cada uma das figura. O primeiro grafico representa a posi¢ao x do carrinho,
no qual a haste do péndulo esta fixa, em funcao do tempo, o segundo gréfico representa
a posicao angular € da haste em funcao do tempo e o terceiro grafico representa o sinal

de controle em funcao do tempo.

4.2.1 Caso 1: Estabilidade

Considerando o sistema (4.8) com os valores dos pardmetros dados na Tabela 1,

temos as seguintes matrizes

01,0000 0 0 0
46,9342 0 0 55,0860 —12,4594
A=| ’ e B= ’ (4.9)
0 0 01,0000 0
—4,5049 0 0 —16,8012 3,8001

Considerando as matrizes A ¢ B, dada em (4.9) e utilizando as LMIs (3.19) e
(3.20) do Teorema 3.3.1 foram obtidas a matriz simétrica definida positiva P e o ganho

do controlador K

6,8740 1,1218 1,0013 1,0458
1,1218 0,3610 0,1919 0,2998

P = . (4.10)
1,0013 0,1919 0,3737 0,4108

1,0458 0,2998 0,2146 0,4108
K = | =7,7593 —0,6092 —0,4687 —4,8970 |. (4.11)
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A resposta da simulacao do sistema controlado pode ser visto na Figura 8.

Figura 8 — Posicao x(t), angulo #(t) e sinal do sistema controlado, considerando a condigao
inicial o =[75 0 0,1 0]” - Estabilidade.
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T

Sinal de controle v

4
1(s)

Fonte: Elaboracao do proprio autor.

Da Figura 8, pode-se notar que para a estabilizacao do péndulo invertido foi ne-
cessario aproximadamente 7 segundos e exigiu pouco esfor¢co do controlador, visto que o

sinal de controle nao ultrapassou 4 Volts.

4.2.2 Caso 2: Estabilidade com taxa de decaimento oo = 2

Considerando o sistema (4.8) com os valores dos pardmetros dados na Tabela 1,

temos as matrizes A e B, dada em (4.9).

Utilizando as LMIs (3.29) e (3.30) do Teorema 3.3.2 e uma taxa de decaimento

«a = 2, foram obtidas a matriz simétrica definida positiva P e o ganho do controlador K

115,0570 20,2819 56,7956 40,2454
20,2819 3,7544  9,9802 7,1178

P = ’ ’ ’ ’ : (4.12)
56,7956 9,9802 34,0739 21,7250

40,2454  7,1178 21,7250 14,8944
K = | —18,7717 —2,8108 —6,2777 —9,1981}. (4.13)

A resposta da simulacao do sistema controlado pode ser visto na Figura 9.
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Figura 9 — Posicao x(t), angulo 0(t) e sinal do sistema controlado, considerando a condigao
inicial o =[5 0 0,1 0]” - Estabilidade com taxa de decaimento a = 2.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

O Resultado expresso na Figura 9, descreve a estabilidade do péndulo com taxa
de decaimento o = 2 que, neste caso, a performance do controlador foi melhorada, pois
estabilizou o péndulo invertido em aproximadamente 2 segundos. Entretanto houve um
aumento no sinal de controle, elevando-se ha mais de 6 Volts, assim exigindo mais do
motor do péndulo. De um forma geral, percebe-se que houve uma melhora significativa
na resposta transitoria do sistema e sem exigir muito esfor¢o de tensao a mais que o caso

anterior, onde nao foi considerado taxa de decaimento.

4.2.3 Caso 3: Estabilidade de sistemas com incertezas

Neste caso, vamos admitir que o sistema tem uma incerteza na planta. Vamos
considerar que a haste nao seja homogénea de modo que o seu centro de gravidade seja
incerto. Assim, vamos supor que o centro de gravidade esteja entre 0,29m a 0,31m. Logo
[ é um parametro incerto e este parametro afeta varias componentes das matrizes A e
B, dadas em (4.8), no entanto, as componentes nao sao distintas, pois sao da formula
w%, w € R. Assim, temos um politopo de 2! = 2 vértices, sendo um vértice A, By,
considerando o valor minimo /_ = 0,29m e o outro Az, Bs, considerando o valor valor

maximo /4 = 0,31m.

Para a simulagao a seguir foi considerado, como nos caso anteriores, [ = 0,305m.
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Considerando os valores dos pardmetros dados na Tabela 1, com [_ = 0,29m e

[+ =0,31m temos as seguintes vértice do politopo:

0 1,0000 0 0o | 0]
49,3618 0 0 57,9353 —13,1039
A1 = ’ ’ (§] Bl = ’ (414)
0 0 0 1,0000 0
45049 0 0 —16,8012 3,8001
0 1,0000 0 o | 0]
46,1772 0 0 54,1975 12,2585
A2 = ’ ' e B2 = ’ (4.15)
0 0 0 1,0000 0
—4,5049 0 0 —16,8012 3,8001

Considerando as matrizes Ay, By, A2 e By, dada em (4.14) e (4.15) e utilizando
as LMIs (3.39) do Teorema 3.3.3 foram obtidas a matriz simétrica definida positiva P e o

ganho do controlador K

6,0605 0,9755 0,8882 0,9237
0,9755 0,3233 0,1697 0,2706

P = ’ ’ ’ ’ . (416)
0,8882 0,1697 0,3466 0,1937

0,9237 0,2706 0,1937 0,3799
K = | =7,3738 —0,5395 —0,4204 —4,8448 |. (4.17)

A resposta da simulagao do sistema controlado pode ser visto na Figura 10.

O resultado do terceiro caso, expresso na Figura 10, descreve a estabilidade do pén-
dulo com incertezas politopicas, sendo essas incertezas pertencentes ao intervalo [[_,1;]. A
Figura 10 mostra a eficiéncia do controlador que estabiliza o sistema em aproximadamente

7 segundos, consumindo aproximadamente 4 Volts.

4.2.4 Caso 4: Estabilidade de sistemas incertos com taxa de decaimento
o =2

Considerando uma taxa de decaimento o = 2 e as matrizes Ay, Bi, A, e By, dada
em (4.14) e (4.15). Utilizando as LMIs (3.43) do Teorema 3.3.4 foram obtidas a matriz

simétrica definida positiva P e o ganho do controlador K

107,9595 18,6145 53,7599 38,0441
18,6145 3,3832 99,2295 6,5778

P = . (4.18)
53,7599  9,2295 32,7260 20,7865

38,0441  6,5778 20,7865 14,2167
K = | —17,7383 —2,5689 —b5,8811 —8,8922}. (4.19)
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Figura 10 — Posigao z(t), angulo 6(t) e sinal do sistema controlado, considerando a condigao
inicial 2o =[5 0 0,1 0] - Sistema incerto.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

A resposta da simulacao do sistema controlado pode ser visto na Figura 11.
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Figura 11 — Posigao z(t), angulo 6(t) e sinal do sistema controlado, considerando a condigao
inicial zo = [{5 0 0,1 0]7 - Sistema incerto com taxa de decaimento o = 2.
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Fonte: Elaboracao do préprio autor.

Da Figura 11, pode-se notar que o sistema, péndulo invertido, foi estabilizado em

aproximadamente 2 segundos, e exigiu um esfor¢o de tensao no motor de pouco mais de
5 Volts.

Observando as Figuras 9 e 11, nota-se que mesmo considerando incerteza na planta
o controlador obteve bom desempenho, pois exigiu praticamente o mesmo esforco de

tensao do controlador sem incerteza.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foram estudados topicos da mateméatica que fundamentam a teoria
de controle de sistemas lineares, com analise e projeto baseados em LMIs. Os resultados
das metodologias estudadas asseguram a estabilidade do sistema controlado, com garan-
tia de taxa de decaimento, mesmo com incertezas na planta. Nos métodos estudados as
LMIs utilizadas para encontrar os ganhos sao as classicas que usa apenas um ganho de

realimentacao de vetor de estado.

Inicialmente, no capitulo 2, foi realizado um estudo de resultados preliminares de
algebra linear que sdo importantes para o fundamentar a andlise e sintese de controle de

sistemas lineares, baseados em LMIs.

Em seguida, no capitulo 3, foram estudados os conceitos de convexidade, estabili-
dade e foi definido LMIs. Além disto, foram estabelecidos condicoes, baseados em LMIs,

para projeto de controladores de sistemas lineares incertos.

Por fim, no capitulo 4, foram apresentados exemplos de simulagoes numéricas para
ilustrar a metodologia proposta. Os resultados obtidos nas Figuras 8 a 11 confirmam a
eficiéncia da metodologia proposta, visto que, em todo caso, o sistema apresenta resposta

transitéria apropriada.

Das Figuras 9 e 11 percebe-se a importancia da utilizagao da taxa de decaimento
para a melhoria do desempenho do sistema, visto que, com a inclusao da mesma reduz
significativamente o transitério. Além disso, ndo houve muito aumento no sinal de controle,

quando comparado com os casos que nao utilizou taxa de decaimento.

A metodologia estudada neste trabalho pode ser melhorado, por exemplo, inserido
indices de desempenho como: restricao na entrada e saida de planta, os critérios de de-
sempenhos Ho e Hy,. Além disso, os resultados pedem ser generalizados para sistemas

nao lineares utilizando modelagem Fuzzy.
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A APENDICE A

Neste apéndice sera apresentados algoritmos utilizados no software MATLAB para
verificar a estabilidade de sistemas lineares com taxa de decaimento e para sistemas in-
certos com taxa de decaimento, tendo em vista que os outros casos sao casos particulares

destes.

A.1 Estabilidade de sistemas lineares com taxa de decaimento

clear all

clc

1=0.305;

m=0.21;

M=0.4573;

g=9.81;

a=1.7378;

b=7.6832;

A=[0 1 0 0; (M+m)*g/(Mx1) O O b/(M*1); 0 0 0 1;-m*g/M O 0 -b/M]
B=[0; -a/(Mx1); 0; a/M]

n=length(A);

X = sdpvar(n,n,’symmetric’); 7% Criando a matriz varidvel X _nxn simétrica
G = sdpvar(1l,n);
alpha=2

VAEAS000000000000000000000000000000000000000000000000000¢
% 7%XXXXX LMIs estabilidade com taxa de decaimento XXXXXX
AN 990.0.0.0.0.0.0.0.0000.0.0000000000000000000000000000000000000
LMI = set(X>0)+ ...

set (A*X+X*A’-B*G-G’*B’+2*alpha*X< 0);

#Resolugdo das Lmis e opgdes de solvers
opts=sdpsettings;
opts.solver=’1lmilab’;
hopts.solver=’sedumi’;
opts.verbose=0; % O n8o aparece o lixo e 1 aparece o lixo

result=solvesdp(LMI, [],opts);



disp ( WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW CONTROLADOR WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW )
%Checando a factibilidade:
[p,d]=checkset (LMI);

if sum(p<0) ==

disp(?x*x*x*k*xxxx0 sistema & factivel:kxkkkkxkk’)
P=inv(double (X))
G=(double(®));
K=G*P
else
disp(’0 sistema ndo é factivel!’)
end
eig(A-BxK)

%Condigdo inicial
x0=[pi/12; 0; 0.1; 0]

sim(’pendulo’)

figure(1);
subplot(3,1,1);
plot(tempo,x,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)
ylabel (’Posigdo (m)’)
grid on
subplot(3,1,2);
plot(tempo,teta,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel ("t (s)’)
ylabel (’Posigdo Angular (rad)’)
grid on
subplot(3,1,3);
plot(tempo,v,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)
ylabel(’Sinal de controle v’)

grid on

o6
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A.2 Estabilidade de sistemas incertos com taxa de decaimento

clear all

clc

1=0.305;

1m=0.29

1M=0.31

m=0.21;

M=0.4573;

g=9.81;

a=1.7378;

b=7.6832;

A1=[0 1 0 0; (M+m)*g/(Mx1m) O O b/(Mx1m); 0 0 O 1;-m*g/M O 0 -b/M]
A2=[0 1 0 0; (M+m)*g/(Mx1M) O O b/(M*x1M); 0 0 O 1;-m*g/M O 0 -b/M]
B1=[0; -a/(Mx*1lm); 0; a/M]

B2=[0; -a/(Mx1M); O; a/M]

n=length(Al);

X = sdpvar(n,n,’symmetric’); % Criando a matriz varidvel X nxn simétrica
G = sdpvar(1l,n);
alpha=2

AEA 99.0.0.0.0.00.0.0.000000000000000000000000000000000000000000
% %XX LMIs estabilidade de sistemas incertos com taxa XX
VAEAS000000000000000000000000000000000000000000000000000¢
LMI = set(X>0)+ ...

set (A1xX+X*A1’-B1*G-G’*B1’+2*alpha*X< 0);

set (A2xX+X*A2’-B2*G-G’ *B2’+2*alpha*X< 0);

J#Resolugdo das Lmis e opgles de solvers
opts=sdpsettings;
opts.solver=’1milab’;
%opts.solver=’sedumi’;
opts.verbose=0; % O n8o aparece o lixo e 1 aparece o lixo

result=solvesdp(LMI, [],opts);

disp(’WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW CONTROLADOR WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW )
%Checando a factibilidade:
[p,d]=checkset (LMI);



if sum(p<0) ==

disp(?#**x**x*x*x0 sistema & factivel:kkxkkxkkx’)
P=inv(double(X))
G=(double(G));
K=Gx*P
else
disp(’0 sistema n&o é factivel!’)

end

%Condigdo inicial
x0=[pi/12; 0; 0.1; 0]

sim(’pendulo’)

figure(1);
subplot(3,1,1);
plot(tempo,x,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)
ylabel (’Posigdo (m)’)
grid on
subplot(3,1,2);
plot(tempo,teta,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)
ylabel(’Posigdo Angular (rad)’)
grid on
subplot(3,1,3);
plot(tempo,v,’k’,’LineWidth’,2)
xlabel(’t(s)’)
ylabel(’Sinal de controle v’)

grid on
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