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COSTA, Francisco Mateus de Oliveira. Algebra de Clifford: uma aplicacdo no momento angul ar.43f.
Trabalho de Concluséo de Curso (Licenciatura Plane em Fisica) - Instituto Federal de Educagéo, Ciéncia
e Tecnologia do Tocantins, Palmas, 2017.

RESUMO

O objetivo desse trabalho &, a partir da selecfo e leitura critica da produc&o literaria acerca das Algebras
Vetorial e Geométrica, direcionar o formalismo de Clifford ao estudo da dindmica da rotacgao,
especificamente no tratamento do vetor momento angular associado a um objeto que executa um
movimento de rotacdo em torno de um ponto fixo. Estudou-se 0s aspectos histéricos e matematicos
referentes a algebra de Gibbs-Heaviside e a dalgebra de Clifford de forma qualitativa. Aplicamos os
principios do formalismo de Clifford e de Gibbs-Heaviside, para obtencdo do vetor momento angular.
Com isso destacou-se a regra da mao direita que é utilizada na obtencdo do sentido do resultado do
produto vetorial de Gibbs que é um artificio mneménico, porem na éalgebra de Clifford ndo se usa esses
artificios se mostrando um formalismo consistente.
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ABSTRACT

The purpose of this paper is to orientate Clifferibrmalism to study the dynamics of rotation, cfieally in
treatment of the angular momentum vector associ@texh object that executes a movement of rotadiound a
fixed point. Studied the historical and mathemétiaspects of Gibbs-Heaviside algebra and Cliffotgelara
gualitatively. He stood outthe principles of thenfialism of Clifford and Gibbs-Heaviside, to obtahe angular
momentum vector. With this we emphasize a rulehefright hand and an application in obtaining theaning of
the result of the vector product of Gibbs that im@emonic device, but in Clifford's algebra onegloet use these
devices if it shows a consistent formalism.

Keywords: Clifford'sAlgebra; Vector Algebra; Angular momentum.
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INTRODUCAO

Ciéncia e tecnologia sempre foram imprescindiveis na construcdo e
transformacéo das sociedades ao longo da histéria. Nessa direcdo, é indiscutivel a
importancia das teorias e leis da Fisica no avan¢co do conhecimento cientifico e
tecnolégico —conhecimentos estes que sdo fundamentais nos dias atuais, e que se
refletem nos mais diversos segmentos da sociedade.

Nesse processo de inovagao social, o ensino de Fisica deve ser direcionado a
compreensao da natureza em nossa volta, aos processos tecnolégicos que nos cercam e
a preparacao para que possamos intervir na sociedade a qual estamos inseridos. Angotti,
Bastos e Mion (2001) argumentam que aprender fisica, € um processo de absor¢do de
saberes cientificos historicos construidos por meio de bases sociais, de forma a fornecer
esclarecimentos de fendmenos da natureza bruta, como também da natureza modificada,
gue esta ao nosso redor. Na mesma direcdo, os Parametros Curriculares Nacionais de

Fisica (Brasil, 1998 — p. 4) acrescenta:

E esse sentido emerge na medida em que o conhecimento de Fisica deixa
de constituir-se em um objetivo em si mesmo, mas passa a ser
compreendido como um instrumento para a compreensdo do mundo. Nao
se trata de apresentar ao jovem a Fisica para que ele simplesmente seja
informado de sua existéncia, mas para que esse conhecimento transforme-
se em uma ferramenta a mais em suas formas de pensar e agir.

No processo de ensino e de aprendizagem de Fisica, a descricdo de seus
fenbmenos necessita uma linguagem matematica apropriada. Isso se justifica no fato de
que, historicamente, problemas fisicos foram motivadores para a criagcdo de objetos
matematicos. Conforme argumentam Karan e Pietrocola (2009, p.02), “Matematica e
Fisica estdo intimamente relacionadas desde a mais remota esséncia do conhecimento
cientifico e esta relacdo de influéncia muatua tem sido fundamental para o
desenvolvimento de ambas”.

Nessa correlacdo construida ao longo da histéria, a algebra é uma area muito
importante para se expressar os conhecimentos da Fisica. De acordo com Thibes(2010.
p. 2), € a area da matematica que se ocupa do estudo e classificacdo de estruturas

algébricas:

Dada uma estrutura algébrica pronta, se analisa sua propriedades e, a
partir de estruturas algébricas mais simples se constroem outras mais
complexas, essas sdo as duas principais abordagens que basicamente



existem na algebra.

No estudo de mecéanica, a relagdo entre grandezas tais como espago,
velocidade, aceleracdo, forca e tempo séo feitas através de construcdes algébricas na
forma de funcbes. Quando essas grandezas sao descritas através de caracteristicas
geomeétricas, tais como direcdo e sentido, existe um sistema algébrico, chamado de
Algebra Vetorial, responséavel pelo tratamento matematico dessas grandezas. Trata-se de
um formalismo matematico relacionado a analise de objetos geométricos representados
na forma de segmentos de retas orientados, denominados de vetores. Esta analise,
traduzida num conjunto de formulas e técnicas para resolucdo de problemas, é bastante
utilizada na Engenharia e na Fisica. Os principais precursores foram o inglés Oliver
Heaviside e 0 norte americano Willard Gibbs, na segunda metade do século XIX. De
maneira independente e em locais distintos, Gibbs e Heaviside realizaram trabalhos que
culminaram nesse ferramental matematico.

Entretanto, os trabalhos de Gibbs e Heaviside deixaram lacunas conceituais,
presentes até hoje nos livros nos cursos na area de exatas, que professores e alunos de
Fisica e Matematica simplesmente acabam se “acostumando”. E possivel citar como
exemplo a regra da mao direita: um artificio mnemonico que identifica, em alguns casos
especificos, a direcdo e o sentido de algumas grandezas vetoriais, tais como inducdo
magnética, forca magnética, torque etc.Todavia, conforme argumenta Silva (2010, p. 59),
por trds dessa convencdo existem propriedades de simetria, ocultadas pela grande
maioria dos livros didaticos, que apontam inconsisténcias nessa regra. Além disso, nao é
abordada nas publicagcbes direcionadas ao Ensino Superior e Médio a origem desse
preceito.

Existe, no entanto, um formalismo matematico desenvolvido paralelamente aos
trabalhos de Gibbs e Heaviside, no século XIX, que vao de encontro a essas
inconsisténcias. Tal formalismo é chamado de Algebra Geométrica ou Algebra de Clifford
(em homenagem a seu precursor). Com base nos trabalhos de Hamilton e Grassmann,
Clifford desenvolveu um ferramental matematico no qual considerou outros objetos
geométricos além de pontos e segmentos de retas orientados. O resultado foi uma
algebra mais intuitiva, consistente, livre de dicotomias conceituais ou regras de
memorizacdo como a regra da mao direita. Infelizmente seu formalismo foi preterido ao
longo da histdria, e os trabalhos de Gibbs e Heaviside passaram a nortear o tratamento
matemaético direcionado ao estudo de fendmenos fisicos. Todavia, gragas ao esfor¢co do
norte americano David Hestenes, a partir da década de 1960, essa algebra foi
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reapresentada com o proposito de reinterpretar a Mecéanica Quantica ndo- relativista
(HESTENES, 1989) e relativista (HESTENES, 2003).

O objetivo desse trabalho €, a partir da selecéo e leitura critica da producao
literaria acerca das Algebras Vetorial e Geométrica, direcionar o formalismo de Clifford ao
estudo da dindmica da rotacdo, especificamente no tratamento do vetor momento angular
associado a um objeto que executa um movimento de rotacdo em torno de um ponto fixo.

Nesse sentido, o trabalho serd dividido da seguinte forma: No capitulo 01,
serdo mostrados conceitos basicos referentes a vetores, tomando como referencia a
Algebra Vetorial, onde mereceréo destaque os produtos escalar e vetorial. Nessa direcéo,
sera enfatizada a regra da mao direita, apontando suas inconsisténcias conceituais a
partir das regras de simetria de vetores. No capitulo 02, serdo apresentados aspectos
histéricos que culminaram nos trabalhos de Gibbs — Heaviside e Clifford. Os aspectos
matematicos da algebra de Clifford serdo tratados no capitulo 03. Conceitos pertinentes a
Momento Angular serdo mostrados no capitulo 04. Nessa direcdo, sera resolvido um
problema utilizando como ferramental matematico os formalismos de Gibbs — Heaviside e

Clifford. No capitulo 5 faremos as consideracdes finais.



Capitulo 1:Vetor

Existem grandezas que ficam perfeitamente definidas quando expressas em
funcdo de um numero e uma unidade de medida. Elas sdo chamadas de grandezas
fisicas escalares. Podemos citar como exemplo massa, volume, temperatura etc.
Entretanto, existem grandezas que soO ficam completamente definidas quando expressas
por um namero,uma unidade de medida, uma direcdo e um sentido. Elas sdo chamadas
de grandezas fisicas vetoriais. Podemos citar como exemplo deslocamento, velocidade,
aceleracéo, forca, etc.

Para caracterizar as grandezas vetoriais foi criado um objeto geométrico que é
um segmento de reta orientado. Tal objeto recebe o nome de vetor. De acordo com
Vieira(2008, p.1) “O conceito de vetor foi criado justamente para descrever grandezas que
possuem propriedades geomeétricas tais como direcdo e sentido e que, por este motivo,
nao podiam ser completamente descritas por meros numeros”. Concordando com

Silva(2010, p.27), “A representacdo de um vetor pode ser feita através de uma letra
(mailscula ou mindscula) com uma seta sobre ela(/foul_a)); através de duas letras

maiusculas (AB), onde a primeira letra representa a origem do vetor e a segunda, a
extremidade; através de letras em negrito(a ou B)”.

Ricardo Soares Vieira,acrescenta:

Os vetores podem ser vistos, pelo ponto de vista geométrico, como
segmentos de reta orientados, a representacdo das grandezas vetoriais é
feita da seguinte forma: o comprimento do vetor informa a magnitude da
grandeza, a direcao desta é determinada pela reta suporte do vetor e o0 seu
sentido por uma flecha colocada em uma das extremidades dele. Estas
trés propriedades, magnitude, direcdo e sentido, sdo suficientes para
descrever um vetor em sua totalidade (Vieira, 2008, p. 1).

Sendo um vetor um segmento de reta orientado, suas propriedades sao:

Magnitude: é o tamanho do segmento e esta ligado a quantidade da grandeza
gue ele esta associado. Na figura 1 o comprimento do vetor Aé o dobro deB.

Direcdo: é especificada pela reta-suporte que define o segmento que
representa o vetor. A figura 1 mostra asretassobre as quais os vetores estdo desenhados,
no caso horizontal para Ae vertical para§ :

Sentido: a flecha que esta na ponta do vetor caracteriza o seu sentido.



Figura 1 Representacdo geométrica dos vetores4d e B

P |

Fonte: Silva (2010, p. 28)

1.1 Operacbes com vetores

Na algebra de Gibbs-Heavisideexistem trés operacdes com vetores: a adicéo,

subtracdo e multiplicacao por escalar. As mesmas seréo descritas a seguir:

1.1.1 Adigao

Para fazer a soma entre dois ou mais vetores podemos utilizar dois processos:
a regra do poligono e a regra do paralelogramo.

Na regra do poligono, devemos unir a origem de um vetor a extremidade do
outro, mantendo inalteradasas propriedades de cada um. Por ultimo tragcamos um
segmento de reta orientado ligando a origem do primeiro vetor a extremidade do segundo.
Com isso obtemos o vetor C = A+ B = B +A. Verifica-se que a propriedade comutativa

também é valida no estudo de vetores.

Figura 2Método do poligono para dois vetores

A

Tl
=1}

Fonte: Silva (2010, p. 28)
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O modulo do vetor resultante 5,pode ser calculado de forma analitica utilizando

o Teorema de Pitagoras:
|CP= |4*+ B2 (1)

Podemos utilizar, também, o método do poligono quando temos mais de dois

vetores:

Figura 3 Método do poligono para a soma de trés vetores4, BeC

Fonte: Elaborada pelo autor

De acordo com a figura acima observa-se que o vetor Dé igual a soma dos

vetores,A,B e C ou seja:

—

D=A+B +C(2)

Para esse caso, o método do poligono é usado apenas para uma
representacdo geométrica do vetor resultante, a menos que trabalhemos com papel
milimetrado.

Para obtermos o modulo da soma de dois vetores, utilizamos o método do
paralelogramo. A desvantagem desse método é que s6 é possivel somar vetores aos
pares (dois a dois). Consiste em fazer coincidir as origens dos dois vetores que

desejamos somar, preservando as propriedades de ambos, completando o paralelogramo

em seguida. O vetor soma C tem origem na origem dos vetores AeB e extremidade na

interseccéo das duas linhas pontilhadas.



Fonte: Elaborada pelo autor

O modulo do vetor soma € é obtido através da lei dos co-senos.

C = +/AZ + B2 + 2ABcosé 3)

1.1.2 Subtracéo

Na subtracdo de vetores, 0 processo € analogoao da adicdo, pois temos a
soma do primeiro vetor com o oposto do segundo.

-

E=4A-B= 4+ (-B) 4)

1.2Produto de um vetor por um namero real

Os vetores também podem ser multiplicados por um numero real, conforme
Silva(2010, p. 32) “E possivel multiplicar um vetor por um nimero. O resultado é outro
vetor, cujo médulo corresponde ao tamanho do vetor inicial multiplicado pelo respectivo
namero”.

Machado(2007, p. 13 Apud Silva, 2010, p. 32) esmiuca bem essa propriedade:
“0 vetor B = KApode ser maior do que 4 se K>1; igual a Ase K=1; e menor do queAse
K<1. Quando ocorrer k<0, o produto € um vetor cujo sentido é contrario ao inicial. Se k=0,

o resultado € um vetor nulo”.



Figura 5 Multiplicacdo de um niimero por um vetor

O -
B=§A,C=2A,D=1A,E=—1A
N >
C
5 > N
A B
—=> > < —
D E

Fonte: Machado(2007, p. 13 Apud Silva, 2010, p. 32)

A partir do principio do produto de um numero real por um vetor,se tem a
definicdo de vetor unitario, que € um vetor com modulo igual a 1 e pode ser representado
por |4|= 1 ou 4 (Silva, 2010).

Esse vetor também pode ser chamado de versore de acordo com Silva(2010,
p. 32):

“Um versor trata-se de um vetor na direcdo de um eixo de norma ou modulo

unitario. Também é usual chamar vetores de bases ou vetores unitarios. Em um

sistema de coordenadas retangulares, esses versores sdo comumente chamados

dei,jek.”

A ideia de versor fica bem explicita quando se fala de vetores no plano

cartesiano, conforme argumenta Silva (2010, p. 33):

Convencionou-se que o versor na direcdo x € representado pori; na
direcdo y, representado por je na direcdo z, pork. O conjunto desses
versores forma uma base para o espaco tridimensional, representada

por R;= {f,],lz}



Figura 6 Plano cartesiano 9

-

Fonte: Silva(2010, p. 33)

Observando a imagem acima vé- se que o vetor com origem em 0 € descrita

em funcéo das suas componentes como por exemplo o vetor V :
Vavi+V,j+Vk (5)

Conforme Silva(2010, p. 34), “O médulo do vetor V é encontrado pela versdo

tridimensional do Teorema de Pitagoras”:

V=|Vl= [VZ+V2+? (6)
1.3 Produto escalar

Por definicdo, o produto escalar entre dois vetores AeE é:
A.B = |/T||§| cos@ (7)
Essa notacdo é mais bem explicitada na figura abaixo:

Figura 7 representacoes do
produto escalar

Hoesd
Fonte: Silva(2010, p. 34)



10

O produto escalar, permite transformar dois vetores em um numero real ou
escalar, ou seja, fazendo esse produto entre dois vetores temos como resultado um
namero real.

O angulo 6 que aparece na equacao anterior € o angulo formado entre os dois

vetores Ae B.
Esse produto também pode ser utilizado para se calcular o modulo de vetor, da
seguinte forma:

5.5 = |B].I5] cos = [B]? cos 0 =[52 ®)

5] = V152 )

Esse conceito se expande para vetores em trés dimensfes, conforme
Machado(2004, p. 40 apud Silva, 2010, p. 36), “numa base ortonormal que siga as
propriedades do produto escalar de versores, o0 médulo de um vetor é dado pela raiz
guadrada da soma dos quadrados das suas componentes”, ou seja, uma base em que 0s
vetores sdo unitarios e o angulos entre eles sejam retos facilita a observacao do produto

escalar. Como mostra a equagao abaixo:

V=|V|= |[VZ+V2+? (10)
1.4Produto vetorial

Por definicdo, o produto vetorial entre dois vetoresdeB (AXB) é o vetor C

—

ortogonal ao paralelogramo formado pelos vetores A e B, em que, o modulo de

Ccorresponde a area do paralelogramo formado pelos vetores Ae B.

I€| = |4].|B| sin6 (11)
Figura 8 representacdo do paralelogramo
formado pelos vetores AeB

e ,

B

Fonte: Silva (2010, p. 37)
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Quando temos vetores descritos numa base ortonormal em R, :{i : j,k}:

A direcao do vetor resultando é, por definicdo, “ortogonal ao plano que contém
os dois vetores.

O sentido é dado pela regra da mao direita, cujo procedimento mnemaonico,
Machado( 2004, p.41 Apud Silva, 2010, p.37) explica:

Considere os dedos indicador e médio da mao direita. Represente o
primeiro vetor do produto vetorial pelo dedo indicador, e o segundo, pelo
dedo médio (a ordem é importante) Disponha esses dedos da mesma
forma como os vetores estdo no espaco. Agora forme, com o polegar da
mao direita, um angulo de 90° com o plano formado pelos outros dedos. O
sentido do vetor € o mesmo que o indicado pelo polegar.

Figura 9 Regra da mao direita

T
o
——
. .
L |
I

Fonte: Machado(2004, p. 41 Apud
Silva, 2010, p. 37)

Com a regra da mao direita pode-se obter:

Figura 10 Resultado dos produtos vetoriais

ixj=t ixk=i kxi=j

- ~

Jxi=—k kxj=—; }xk=—j

Fonte: Silva (2010, p. 38)
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Dados dois vetores AeB escritos como combinacédo linear de seus versores e

de suas componentes em um sistema de coordenadas retangulares em Rj:
A= Ai+Aj+AKeB=Bj+B,j+Bk. (12)

AxB=(aj+ A+ AK)xB+B,j+BK) (13)

Utilizando a propriedade distributiva e considerando os produtos vetoriais

dosversoresutilizando a regra da mao direita, obtém-se:

Figura 11 Produto Vetorial
AxB=(AB.—AB)i+(AB.,—~AB.)j+(AB, —ABk.
Fonte: Silva (2010, p. 38)

De acordo com Menon (2009) o pragmatismo da regra da mao direita ndo pode
ser criticado, porém cria-se uma lacuna pedagdgica, visto que o conceito do produto
vetorial (comumente aplicado na obtencdo de algumas grandezas fisicas) fica sem ser
entendido pelos alunos.

Ricardo Soares Vieira em seu trabalho publicado em 2008 cita alguns
paradoxos que se observam na algebra de Gibbs -Heaviside, uma deles é quando se faz
um produto vetorial entre dois vetores, o resultado ndo se altera diante uma reflexao
especular.

Apresentadas essas inconsisténcias matematicas e pedagogicas, gera
algumas davidas a respeito das definicbes do sentido do vetor resultante no produto
vetorial: A explicacdo matematica para a direcdo do vetor; por que o produto vetorial ndo
se altera em uma reflexdo especular;qual a relacdo entre o produto escalar e o produto
vetorial. Elas s&@o resolvidas na Algebra de Clifford, também chamado de éalgebra

geomeétrica, e esse formalismo ser4 comentado nos préximos capitulos.
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CAPITULO 2: ASPECTOS HISTORICOS DAS ALGEBRAS DE GIB BS — HEAVISIDE E
CLIFFORD

A histéria do calculo vetorial remonta a Grécia antiga. Euclides foi o primeiro a
idealizar a representacdo de objetos algébricos através de objetos geométricos e
operacOes geomeétricas através de operacoes algebricas(Borges, 2004).

No entanto, a ideia deconstruir um objeto algébrico a partir de um objeto
geométrico era muito limitada. Ficava restrito as operag¢des simples do tipoy.y=y2. Como
interpretar um numero irracional, ou mesmo um xis elevado a um expoente maior que
trés?

S6 no século XVII é que René Descartes(1596-1650) conseguiu interpretar
alguns problemas da geometria por meio de métodos algébricos, conformeargumenta
Vieira(2008, p.2), “Descartes deu a geometria de Euclides um formalismo analitico, onde
cada ponto do espaco pOde ser representado por um par ordenado de nameros (cada
gual relacionado a um dos eixos de um sistema de coordenadas) .

O problema da raiz quadrada dos nameros negativos foi resolvido com a Teoria
dos Numeros complexos de Carl F. Gauss (1777-1855) e Jean R. Argand (1768-
1822).Essa idéia instigou bastante os matematicos dessa época, pois observaram que 0s
nameros complexos podiam ser representados em um plano cartesiano.Com isso,
observaram que outros objetos matematicos poderiam também ser representados em um
plano tridimensional.

Mas logo apareceu umimpasse, pois ndo conseguiram ampliar a ideia dos
nameros complexos para a terceira dimensao.

Conforme Vieira(2008), a principio se pensou que para resolver o
problemabastava procurar um numero complexo que teria trés partes, porém, esse
pensamento ndo foi eficaz, uma vez que apareciam varias contradicbes quando se
tentava aplicar a algebra dos nimeros complexos.

Borges(2004), afirma que W. Hamilton, em 1844, publicou um sistema que
generalizava 0s numeros complexos, esse sistema foi chamado de Quaternion.
Vieira(2008, p. 3) explica de forma clara a descoberta de Hamilton:

Hamilton percebeu que o erro estava em se tentar associar o conjunto [

dos numeros reais a um dos eixos, pois era justamente isso o que fazia

aparecer as contradicdes encontradas em outras tentativas. Dever-se-ia,

portanto, associar a cada eixo do sistema, conjuntos imaginarios, J e, mas

gue fossem independentes uns dos outros, assim como 0s numeros reais
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sdo independentes em relacdo aos imaginarios. Adicionando a estes trés
conjuntos o conjunto dos numeros reais, Hamilton pdde generalizar a
algebra dos numeros complexos, que agora continha quatro partes. A este

novo objeto complexo, Hamilton chamou de quaternion.

Borges(2004) argumenta que para se descrever operagbfes no espaco
tridimensional como rotacdes, 0s quatérnios se mostraram objetos extremamente
adequados. Vieira(2008, p. 4) comentaque, “Com este formalismo, as regras validas para
0S numeros complexos eram satisfeitas, com a Unica diferenca de que o produto
quaternidénico ndo é uma operacdo comutativa, contrariamente ao produto de numeros
complexos”.

De a acordo com Vieira(2008), os quatérnios se aplicavam na descricdo de
varios fenbmenos naturais, exaltando ainda mais sua importancia para ciéncia, que se
expressa por uma linguagem matematica, sendo que a partir dessa ideia os matematicos
se instigaram a pesquisar novos objetos matematicos adequados para o estudo de
fendbmenos da natureza.

HermannGrassmann (1809-1877) em 1844, representou segmentos de reta por
objetos geométricos que ele denominou de vetores(Borges, 2004). Vieira(2008, p. 3), fala
sobre outros objetos geométricos além de segmentos de reta orientados:

Estes objetos seriam como retas orientadas, fragmentos de plano
orientados, cubos orientados, etc. Podemos dizer que foi exatamente neste
ponto que surgiu o conceito de objetos vetoriais, como 0S NOSS0S
conhecidos vetores, e além: ja |4 estavam presentes aqueles outros
objetos geométricos comentados no inicio do texto, quais sejam 2-vetores,

3-vetores, etc...

O trabalho de Grassmann ficou esquecido por um tempo, devido a
complexidade das suas descobertas e também por ele ndo ser um mateméatico
renomado(Vieira, 2008). A descoberta dele teve reconhecimento de varios estudiosos do
assunto somente quando ele estava no fim de sua vida. Nessa direcao,Josiah Willard
Gibbs (1839-1903) foi 0 que mais se interessou pelosQuartenions de Grassman. Gibbs
mostrou a relacdo entre o trabalho de Hamilton e o de Grassman, publicando vérios
artigos na revista Nature( Silva, 2010).

Na mesma época que Gibbs estudava o trabalho de Hamilton, Oliver Heaviside

(1850-1925) chegou a resultados parecidos com o de Gibbs. Surgia, dessa forma, a



15

Algebra Vetorial como é conhecida até hoje. Entretanto, outros objetos geométricos de
Grassmann,comobivetores e trivetores, ndo foram considerados. O resultado foi uma
algebra que ndo é uma generalizacédo dos sistemas de Hamilton e Grassmann, pois sdo
observados alguns problemas de carater matematico.

William Kingdon Clifford (1845-1879) desenvolveu uma algebra que incorporou
0s quaternionsde Hamilton aos objetos geométricos de Grassmann. Segundo Vaz
Junior(1996, p. 236 Apud Silva 2010, p. 44), o trunfo de Clifford “foi introduzir o produto
guaternidnico dentro da estrutura de Grassmann, obtendo assim um sistema naturalmente
adaptado a geometria ortogonal de um espaco arbitrario”.

Considerando a Algebra Geomeétrica téo eficiente e isenta das inconsisténcias
do formalismo de Gibbs, surge uma indagacg&o: por que desde o século XIX a Algebra
Geométrica nao foi adotada no estudo dos fenédmenos fisicos? Por que a algebra de
Gibbs foi a elegida?

A resposta é que Clifford morreu muito cedo, antes de completar seu trabalho,
além de ser pouco conhecido pela comunidade cientifica de sua época. Vieira(2008)
argumenta que a complexidade dos trabalhos de Clifford também contribuiu para a néo
aceitacado de sua algebra na época em que foi escrita.

No entanto, teve uma pessoa que retirou os trabalhos de Clifford da escuridao:
o professor americano Davis Hestenes, que demonstrou como a Algebra geométrica se
adéqua a descricao dos fendbmenos naturais e ainda esta livre de alguns problemas que a
Algebra de Gibbs-Heaviside apresenta.Com isso muitos outros matematicos tiveram
interesse na Algebra de Clifford. (Vieira, 2008).

(Doran e Lasemby ,2007, p.11 apud Silva, 2010, p. 44), argumenta que:

a Algebra de Clifford reaparece como a Algebra subjacente ao quantun
spin. Em particular, as Algebras das matrizes de Pauli e Dirac, que
possuem a mesma estrutura da Algebra geométrica, tornaram-se
indispensaveis na elaborag¢édo da teoria quantica, com a diferenca que no
formalismo de Clifford, o conceito de spinnor 45 aparece de forma bem

mais simples.

Vaz Junior(1997 apud Vieira, 2008) acrescenta que ela é adequada para
descrever desde topicos modernos, tal qual relatividade restrita, algebra geométrica
simplifica de forma surpreendente toda a descricdo da natureza, e ainda, com a élgebra
vetorial as oito equacdes de Maxwell, se tornaram quatro, porém na algebra geométrica
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ela se torna apenas uma equacao.
CAPITULO 3: ALGEBRA DE CLIFFORD

Na Algebra de Clifford, também conhecida  comoalgebra
Geométrica,utilizam-se outros objetos geométricos, além de segmentos de reta
orientados. Nesse formalismo, além dos ja conhecidos vetores também séo utilizados os
bivetores, trivetores e assim k-vetores.

Figura 12 Objetos geométricos de Grassmann

.S b

Escalar vetor Bivetor Trivetor

Fonte:Silva(2010, p. 40)

Nessa algebra também foi incorporado o conceito de grade. A grade de um
objeto vetorial permite sua classificacdo de acordo com o0 seu objeto geométrico. Como
mostra a figura acima: um escalar tem grade 0, o vetor tem grade 1, bivetortem grade 2 e
o trivetortem grade 3. No caso de um k-vetor ele terd uma grade k (Silva, 2010).

As grandezas angulares como o torque de uma forca e 0 momento
angular(foco de nosso trabalho) ficam melhores representadas se utilizarmos fragmentos
de planos orientados, uma vez que essas grandezas atuam em torno de um plano e nao
de uma reta.

O fragmento de plano citado para representar as grandezas angulares é chamado
de bivetor, esse objeto geométrico é representado de acordo com a figura abaixo:

Figura 13 Bivetor

Fonte:Vieira(2008, p. 2)
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Conforme afirma Vieira(2008, p. 2), oobjeto vetorial chamado bivetor nada mais
€ do que um fragmento de plano orientado: o valor de sua area informa a magnitude da
grandeza por ele representada, a direcdo da grandeza é determinada pela direcdo do
plano-suporte do bivetor, e também admite dois sentidos: horério ou anti-horario.

O trabalho vai ficar limitado ao uso dos bivetores, no tratamento algébrico
direcionado ao momento angular.

Considere dois vetores @ eb. Se estendermos o vetor batravés do vetor dou
vice-versa, vamos ter um fragmento de plano orientado, que, conforme foi citado trata-se

de um bivetor, de acordo com a figura a seguir:

Figura 14Bivetores formados por d eb.

Fonte: Silva(2010, p. 41)

Na Algebra de Gibbs, a area delimitada pelos dois vetores corresponderia ao

maédulo do vetor ¢ ou 0 médulo do produto vetorial entre os vetoresd e b.
Na Algebra de Clifford adotaremos outro operador para encontrar o médulo

do vetor C, esse operador sera o produto externo ou produto de Grassman. Esse produto

€ a extensdo do vetor @sobre o vetorb ou vice-versa. Sera representado pelo simbolo
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C (cunha). Assim, se consideramos dois vetores deb o produto de Grassman ficaraa b |

Ele é comutativo, como mostrado abaixo:
d0b=-bDa (14)

O produto € a extensdo de um vetor sobre o outro, assim se estendermos um

vetor por ele mesmo nao formara nenhuma area:
daCd=0;b0b=0. (15)
Propriedades importantes do produto externo:
Associativa: (/lé) Ob= i(é DB)
Comutativa: i(é DB): (é DB)&

Distributiva: a D(B + 6): (é D5)+ (aDe)

Resta uma pergunta: se o produto externo entre os vetores debé um

bivetor,como podemos representa-lo como um segmento de reta orientado? A resposta
esta no conceito de dualidade.

De acordo com Vieira (2008, p. 18), “dentro de um mesmo sistema n-
dimensional, o dual de um objeto vetorial consiste em outro objeto vetorial que apresenta
0 mesmo numero de componentes”.O numero de componentes para cada objeto

geométrico é obtido através da seguinte expressao:
[ k]_ n!
T -k (16)

Onde k € a grade e n a dimensao.Aplicando a equacéo da dualidade no

escalar, vetor, bivetor e trivetor, temos:

O-vetor — N, = [n0]= 1
1-vetor — N, = [nl]: 3
2-vetor - N, = [nz]: 3

3-vetor — N, = [n3]: 1,
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Com isso, 0 1- vetor tem 0 mesmo numero de componentes no sistema
tridimensional que o 2-vetor, assim os dois formam um dual. Conforme afirma Vieira
(2008, p. 19):

Dessa forma € possivel definir dualidade como sendo a operacao cujo
objetivo é transformar um p-vetor em um g-vetor dual. O g-vetor procurado
deve ter o mesmo médulo do p-vetor original uma vez que ambos devem
representar a mesma grandeza. Em um sistema tridimensional a direcdo
do g-vetor dual é ortogonal a do p-vetor original. A escolha do sentido é
arbitraria, ou seja, depende apenas de uma mera convencgao.

A importancia de se determinar o dual de um vetor reside no fato de que, a
partir de um p-vetor, é possivel definir um g-vetor dual que represente a mesma grandeza,

s6 que de forma mais clara. Observe abaixo um bivetor e seu dual.

Figura 15bivetor e seu dual

Fonte: Vieira(2008, p.23)

3.1 Produto de Grassmann

Considere o sistema de coordenadas vetoriais abaixo :



Figura 16 Plano formado pelos versoresé; é, 20

A\

€, T X,

Fonte: Vieira(2008, p. 6)

Geralmente o plano cartesiano em trés dimensdes no caso R,, é simbolizado

A

pelos versores, i , |, k O plano da figura acima, pensando futuramente em uma forma

n-dimensional, trocaremos esses versores por ¢ §,..&,, € eles formaram a base desse

sistema(Silva, 2010). Conforme diz, Vieira(2008 apud Silva 2010, p. 46) “Yamos associar

a cada eixo um versoré , colinear ao respectivo eixo e coincidente com a origem, de

forma que as coordenadas de um ponto qualquer agora se tornem um vetor”.

O ponto p da figura pode ser denotado da seguinte forma:
x=( %e Xg . %&) (17)

De acordo com Silva(2010), o vetor acima pode ser escrito como a adi¢cao de

suas componentes, pois sao entidades vetoriais. Assim o vetor Xé representado por :

X= X€ +X%6e,+..Xe, (18)

Utilizando o Teorema de Pitagoras calcula-se o modulo do vetor:

1= V00) + 0+, (19)

Vamos considerar d eb no Plano euclidiano bidimensional (Silva, 2010):
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Figura 17Bivetoré; A é,.

Fonte: Sutter (2003, p. 9 apud Silva, 2010, p. 47

Essa figura ilustra a decomposi¢éo de dois nimeros a= (al,az)e b= (ﬁl,ﬁz)em
uma base de versores & £, de acordo com a figura, decompondo os vetores temos:
a=a,6+a6; (20)

B23191"'3292 (21)
Agora faremos o produto externo com esses dois vetores:

a0b = (a8 + 0,8, )C(BE+B,8) (22)

Aplicando as propriedades distributivas e comutativas, considerando também

gue o produto externo de um vetor por ele é igual a zero, assim tem-se:

a0b=(ap8 C8)+ (0,86, C8) (23)

Sabendo que:

A A

§Le=-6L§ (24)

O produto externo fica desta forma:
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é_DBI(alﬂz _azﬁl)é.l. Déz (25)

Susbstituindo & C &, por I' , tem-se:

anb= (a8, —a,p, ) (26)

Em que I' é um bivetor de area unitaria.

Vamos estender o produto de Grassmann para um sistema de coordenadas
retangulares em Rs. A base vetorial serd {€, € & }.Assimteremos trés basesbivetoriais
eglCe=6e,, 6C&=¢6,e & [&=6,(Silva, 2010). A figura abaixo mostra o que foi dito:

Figura 18 bases bivetoriais

b
-

Fonte: Sutter (2003, p. 10 apud Silva, 2010, p. 49)

Dessa forma podemos escrever os vetores a eb como combinacgéo linear dos
seus versores e de suas componentes no trés eixos coordenados:

a= a,6+ 0,6+ 0,6, - (27)

b= Bi&+ .6, + Bi8y (28)

Fazendo o produto externo entre esses dois vetores tem-se:

da0b= (a1é1+ a2é2+a3é3)D(ﬁ1é1+ :Bzéz"'ﬁsés) (29)
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Utilizando a propriedade distributiva e aplicando regras do produto externo :

§Le=0;
408 =4 ;
e Lég=-¢.
O produto dos vetores fica assim:
a0b= (ay8, — 0 ,81)8, + (s — 0 sB)Bs+ (005 — 0385 )B0s (30)

Diferente do produto vetorial da algebra de Gibbs-Heaviside, o produto externo

tem uma abrangéncia maior, pois trabalha em todas as dimensdes. Acrescenta-se que 0

produto vetorial calcula um subespaco perpendicular, ao contrario do produto de
Grassmann, que calcula um paralelo. (Sutter 2003, p. 13 apud Silva, 2010).

3.2 Produto de Clifford

ponto):

Vamos considerar um vetor V. em duas dimensdes:
V= Vg +V,E, (31)
Obtendo o modulo do vetor através das regras do produto escalar (ou produto

W = (Vlél +V,E, )(vlé1 + Vzéz): |\7|2 ; (32)

Utilizando a propriedade de distribuicdo, temos o seguinte:
VP =vves +yvee, +yves +yves (33)

Sabemos pela geometria euclidiana que |\7|2 =vZ +V; (Silva, 2010), com isso a

eguacdao acima fica:

VE+VE= UUBE +VLLEE, +V,EE, +V, 8§ (34)

De acordo com as regras do produto escalar, os dois primeiros membros da

equacéao fornecem o modulo do vetor e os dois ultimos membros sdo iguais a zero.

VULEE +YEE=0 —Vyv,(88 +88,)=0 (35)

Portanto €€, +€&, = 0, implicando que (”@): —(Qél)
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De acordo com Silva(2010, p. 52), “Generalizando esses argumentos para
sistemas n-dimensional encontramos, portanto, as seguintes relacdes que definem o

produto geométrico na geometria euclidiana ortogonal”.

(e )= (g8); (35)

ee =1. (36)

Conforme demonstra Vieira(2008), utilizando as relacfes acima e dois vetores
genéricos V e W | ele obtém o produto geométrico.

V=VE +\E, (37)
W= W, & + W,&, (38)

O produto entre eles fica da seguinte forma:

V= (48 +%6)(WE +W,E,) (39)

Utilizando a propriedade distributiva e as operacdes que definem o produto
geomeétrico temos:

VW= (V1W1 TV,W, )+ (V1W2 —VoW )eéz (40)

Observando a equagéo acima vemos que 0 primeiro termo corresponde a um
escalar, pois ndo tem versores, sendo conhecido por produto de Gibbs-Heaviside
representado por v. Mas chamaremos de produto interno representado por V[ w.

Esse produto é definido pela seguinte relacdo na Geometria:

O segundo termo € conhecido por produto externo produto de Grassman(Silva,
2010):

VAW = (v,wy + V,W,) = YWCOS Ky, (41)

|\7 L W|: (V1W1 — VoW, )éléz = |\7|-|W|Semvw . (42)

Silva (2010, p. 54), conclui o seguinte:

0 produto externo esta associado a fragmentos de planos
e ndo a segmentos de retas, logo ndo pode ser um vetor.
Também n&o pode ser um escalar, pois 0s versores g€,
garantem caracteristicas vetoriais, orientando-o no
sentido horario ou anti-horério. Isto tudo nos leva associar
de forma inevitavel uma natureza bivetorial ou 2-vetor.
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Observemos ainda que o conjunto de versores ééj se

comporta de forma anéloga a base éj osbhivetores...

Tal produto foi definido por Clifford como produto geométrico. Pode- se
escrever o produto de Clifford como uma soma entre o produto de Gibbs e Heaviside e o
de Grassmann.O produto geométrico de dois vetores resulta em um multivetor, contendo

um O-vetor e um 2-vetor(Silva, 2010):

ab=3a0Ob+a0b (43)

Generalizando para o sistema n-dimensional:

VW= v,W, + V,W, + ..V, W, . (44)
mn (45)
v Ow= Z(Vin —vjvvi)‘eej ,
1,2
Por meio do produto de Clifford, é permissivel operar com o0s versores:

6161 = 6262 = 6363 = 1 (46)
6162 = —6261 (47)
6163 = _6361 (48)
€263 = —€36; (49)

Isso nos permite afirmar que e;e;=1 € e;e; = —eje;.
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3.3 Operacao Dualidade

Anteriormente foi falado que o dual de um objeto vetorial consiste em outro
objeto vetorial que apresenta o mesmo numero de componentes. Concordando com
Vieira(2008), o conceito de dualidade se justifica no fato de que estas propriedades
possibilitam associar a cada p-vetor um certo g-vetor dual (sendo g =n -p). Assim

Vieira(2007, p. 22), fala sobre como esse processo acontece:

A questdo se resume agora em dizer como podemos transformar um p-
vetor no seu dual. Como a operagcdo que procuramos preserva o médulo
do vetor original, esta s6 pode atuar nos versores do p-vetor, € hdo nos
seus coeficientes, assim, vamos nos reter apenas a estes versores. E facil
verificar que cada componente do p-vetor serd formado pela combinacdo
dos versores do sistema, tomados de p a p, logo, o nimero de versores de
cada um de seus termos serd justamente igual & sua grade p. J4 o
conjunto que forma a base do sistema tera todos 0s n versores existentes
neste sistema (este conjunto terd grade n) e justamente por isso, se
multiplicarmos geometricamente o p-vetor pelos os versores desta base,
digamos pela esquerda, entdo os versores do p-vetor se cancelardo com
0s versores iguais presentes na base, de tal forma que vamos obter um g-
vetor com n-pversores, e estes versores serdo, todos eles, diferentes, em
cada termo, dos existentes no p-vetor original. O fato de os termos do g-
vetor resultante possuirem n-pversores faz com que a grade deste g-vetor
seja g=n-p.

Entdo, para operar a dualidade, utiliza-se o operador Hodge representador por

*, em que *= § €, &, , considerandoum sistema de coordenadas retangulares em Rs.

Utilizando dois versoresarbitrarios e,e;, vamos calcular o dual de um bivetor.

* (exe3) = ejezes(eze;) (50)
Considerando as propriedades de multiplicacdo geométrica em que e;e;=1 e

eiej = —eje;.

Obtemos:

* (e2€3) = ey€,€3€3€3 (51)

= —e e,63€38,
= —e 656,

= —el

Da mesma forma;:
*(6163) = ez, (52)
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* (e1e7) = —es. (53)

Para uma melhor assimilagdo vamos considerar dois vetores de b:
C_i = axél + ayéz + azég; (54)
I; = bxél + byéz + bzé3. (55)

Agora vamos calcular o dual do produto de Grassman# b A a.

* B/\ C_i = (élézég)[(bxél + byéz + bzég) JAN (axél + ayéz + azég)] (56)

Aplicando a propriedade distributiva nos fatores que estdo entre colchetes e

sabendo que &; Ag; = 0e ;A€ = —&; A&;, aexpressao (56) pode ser reescrita:

«bAd = (8,8,83)[(bya, — by a,)8;8; + (e, — b,a,)8,8; + (bya, — b,ay)e,8;] (57)

Obtendo o dual dos bivetores unitarios que multiplica cada componente do
bivetorb A d:

(8,8,83)8,8, = —é; (58)

Podemos, finalmente, reescrever:
«b Ad = (ayb, — a,b,)é; + (azby — ayh,)e, + (axhy, — achy)é; (60)
Observa-se na equacao acima que a partir de um bivetor, utilizando o operador

Hodge, obtemos um vetor.
Dessa forma, fica facil verificar que, de acordo comSilva(2010):

dxb=+*bAd=+1dADb. (61)
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CAPITULO 4: 0O MOMENTO ANGULAR

Os conceitos sobre o produto vetorial geralmente comegam nOS Cursos
fundamentais de Fisica, especificamente nos conteudos sobre Dinadmica de Rotagéo e
Eletromagnetismo. Sao nos conceitos de torque e momento angular que esse produto é
apresentado aos alunos.Em nosso trabalho, sera abordado apenas o Momento Angular.
Nessa dire¢do, utilizaremos as algebras de Gibbs — Heaviside e Clifford na determinagéo
das propriedades do vetor Momento Angular.

O Momento Angular € uma grandeza angular vetorial que esta relacionada a
velocidade do corpo que descreve uma trajetoria circular em relagdo ao um ponto central,

como vemos na figura abaixo:

Figura 19 Corpo em trajetdria
circular

Fonte:http://teleformacion.edu.aytolacoru
na.es/FISICA/document/teoria/A_Franco/
solido/teoria/teoria.htm

Observando a figura 11 o Momento angular é representado pelo vetorL,

perpendicular ao plano formado pelos vetores 7 e, onde v é a velocidade instantanea da

particula de massa m e 7 é o raio da trajetéria descrita pela referida particula. O vetor L,

de acordo com a Algebra de Gibbs, é dado pelo seguinte produto vetorial:

L=#xmb (62)

Onde mé um escalar, e, também € possivel expressar essa grandeza da
seguinte forma, em que p= nv.

L=1p (63)

O madulo é obtido pela seguinte expressao:

IL| = |7|B]sen6 (64)
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Que representa a area do paralelogramo formado pelos vetores # ep, que

formam entre si um angulo 6. A direcao de Lé perpendicular ao paralelogramo formado
por 7 e p e o sentido é obtido pela regra da mao direita.
Em ambos os casos, a Algebra de Gibbs aponta que o momento que agesobre
a particula é perpendicular ao raio e ao momento linear associado a referida particula.
Nesse contexto, 0 momento angular € uma grandeza cujo sentido é dado pela regrada
mao direita.
Entretanto, a regra da mao direita € uma regra de memorizacao e,
portanto, convencional. E possivel demonstrar que o médulo do Momento Angular é dado
por |Z| = |pA7|. Também é possivel provar que a direcdo dessa grandeza é sempre

ortogonal ao planoformado por # e p. Todavia ela ndo pode ser representada pelo

bivetorresultante desse produto, uma vez que 0 momento Lé uma grandeza
univetorial.Porém demonstra-se que esse vetor é o dual do bivetor gerado a partir

darepresentacdo, no espaco euclidiano tridimensional, das coordenadasretangularesde 7

ep:

P = p1é; + D28, + p3é; (65)

F == Tlél + rzéz + T3é3 (66)

*= é1é2é3 (67)

L= &8,83[(p18: + D28, + P3é3) A(rié; + 128, +1383)] (68)

Resolvendo o produto de Grassmann entre colchetes:

L= é,6;83[(p112 — par1)é18; + (p173 — P311)é183 + (P213 — P3712)é163] (69)

Aplicando o produto de Clifford (ou produto geométrico) que esta na equacao
(58) entre os versores do sistema e 0s versores das componentes do bivetor formado

porper, obtemos:

L= (p312 — P213)é1 + (P173 — P311)éx + (P21 — P172)é3) (70)

Assim:

PXp ExpAT =x"1FApD (71)
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Esse resultado foi obtido partindo de um bivetor, ou seja, o resultado acima é o
dual, com isso ndo precisamos usar a regra da mao direita para encontrar o sentido do
momento angular, devido esse resultado ser o dual, ele é um objeto geométrico com as

mesmas caracteristicas do bivetor, sendo que tera o mesmo sentido dele.

4.1 Aplicacao

Nessa secdo, sera proposto um problema simples de momento angular

gue sera resolvido pelos formalismos de Gibbs — Heaviside e Clifford.

“Considere uma particula que se move com velocidade constante, sobre um
plano horizontal, segundo uma trajetoria circular de raio r = 20cm no sentido anti-horario.
Em qualquer instante t o momento linear pda particula, tangente a trajetéria, tem maodulo
igual a 4 kg . m/s. Obtenha as propriedades (mddulo, direcéo e sentido) do vetor momento
angular Lem relacdo ao centro da trajetéria circular descrita pela particula.”

Pelo formalismo de Gibbs:
Dados do problema:

r=20cm-—r=0,2m
p = 4kg.m/s
O médulo de L é obtido através da area do paralelogramo formado por 7 e p.
Assim:
L =r.psend
Como p é tangente a trajetéria, ele sera perpendicular a r em qualquer instante
t. logo 6 = 90°.

2
Assim: L = 0,2m .4 kg%sen90° > L= 0,8’”T

Direcdo: ortogonal ao plano formado por 7 ep.

Sentido: de acordo com a regra da méo direita, para cima

Pelo formalismo de Clifford:
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Quando resolvemos esse exercicio pelo formalismo de Clifford obtemos, o

modulo, direcao e sentido sem utilizar artificios mnemaoénicos como a regra da mao direita.



32

5 CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento do trabalho possibilitou uma analise dos aspectos histéricos
e matematicos referentes a Algebra de Clifford e a Algebra de Gibbs-Heaviside, que nos
permitiu elencar as inconsisténcias presentes na algebra vetorial, e mostrar que esses
fatos ndo ocorrem na algebra geométrica e ainda falar sobre sua abrangéncia quando
comparada com a algebra utilizada atualmente nos cursos de graduagdo na area de
exatas.

As algebras geométrica e vetorial tiveram origem dos mesmos trabalhos no
caso 0s quaternions de Hamilton e os objetos geométricos de Grassmann, porem as duas
seguiram linhas diferentes, a algebra de Gibbs-Heaviside € uma generalizacdo desses
trabalhos, j& a &lgebra de Clifford aproveitou na integra os trabalhos deles .

Com auxilio das descobertas de Grassamann e Hamilton a algebra geométrica
resolve o problema sobre o sentido do vetor resultante no produto vetorial de Gibbs, pois
nela o sentido do vetor e dado pela regra da méo direita, na algebra de Clifford o produto
entre dois vetores gera um bivetor, e o sentido do bivetor é horario ou anti-horério e sua
direcdo é a mesma do plano suporte do bivetor.

Direcionamos o formalismo de Clifford para a dindmica de rotacdo para a
obtencdo do vetor momento angular. No formalismo de Gibbs esse vetor é obtido pelo
produto vetorial (uma adaptagdo do produto de Grassmann) entre a posi¢do da particula
em relacdo a um ponto central entre o vetor momento linear associado a velocidade
dessa particula, o sentido € dado pela regra da mao direita e a direcéo é perpendicular ao
plano formado pelos vetores que o originaram.

Na éalgebra de Clifford o momento angular é dado de pelo produto externo ou
produto de Grassmann entre o0s vetores posicdo da particula e o momento linear, o
resultado desse produto gera um bivetor, com modulo igual a area formada pelo
paralelogramo, sentido horario ou anti-horario e a direcdo e a mesma do plano suporte
dele. Entdo temos um problema, pois o resultado € um bivetor, e 0 momento angular € um
vetor, isso € resolvido com o conceito de dualidade, é o processo que determina o dual de
um objeto geométrico que € outro objeto geomeétrico com 0o mesmo numero de
componentes.

Por ser um formalismo tdo abrangente para sua época de descoberta, se
pareceu uma algebra bastante complexa, e como para os problemas existentes a algebra

de Gibbs-Heaviside servia e era bem mais simples, ela foi deixada de lado.
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Assim, o texto é finalizado com um sentimento de entusiasmo por parte do
autor, pois se observou o qudo magnifica € a algebra de Clifford,. Portanto deixa-se a
proposto que seja ao menos falado dos aspectos histéricos e filosoficos referentes a
algebra Vetorial na sala de aula, para que os alunos sejam motivados a buscar e assim
dar continuidade na disseminacdo desse formalismo e ainda para futuros trabalhos

mostram a alunos do ensino superior a Algebra geométrica e sua gama de aplicacdes.
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